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WSTEP

Ksigzka ta jest pomocg naukowg z zakresu kursu algebry liniowej. Moze by¢ wykorzystana podczas
nauczania stosownego rozdziatu algebry w uniwersytetach i uniwersytetach pedagogicznych, a takze na
kursie matematyki wyzszej uniwersytetéw technicznych. Krag uzytkownikéw polecanej pomocy naukowej
jest szeroki, poniewaz algebra liniowa jest jednym z wazniejszych rozdziatdw matematyki oraz dla wielu
stosownych teorii i nauk jest jedng z podstawowych dyscyplin matematycznych. Wystarczy przypomnie¢, ze
najwazniejsze modele matematyczno-ekonomiczne oraz metody sg w istocie liniowe. Dlatego algebra
liniowa wchodzi w zakres programu nauczania wielu specjalnosci.

Pomoc naukowa stuzy do metodycznego zabezpieczenia procesu nauczania, w ktérym zajecia
praktyczne z algebry liniowej odbywajg sie z zastosowaniem techniki komputerowej. Specjalnie w tym celu w
katedrze technologii informacyjnych Panstwowego Uniwersytetu Chersonskiego opracowano pedagogiczne
$rodowisko programistyczne ,Swiat algebry liniowej”, w ktérym podstawowe zadania z algebry liniowej sg
rozwigzywane przez uzytkownika ,krokowo”. Kazdy krok oznacza wykonanie jednego z przeksztatcen.
Uzywanie Srodowiska programistycznego jest mozliwe tylko przy warunku znania przez uczniéw algorytméw
rozwigzywania zadan z algebry liniowej. Program tylko zwalnia uzytkownika z rutynowych obliczen.
Srodowisko programistyczne zawiera w sobie réwniez system ,Ekspert’, do ktérego mozna zwracaé sie w
trudnych sytuacjach, w celu otrzymania konsultacji. Oprécz tego, ,Ekspert” moze krok po kroku
zademonstrowaé uczniowi przebieg rozwigzania zadania, zaczynajagc w dowolnym momencie, az do
otrzymania odpowiedzi. Konnczac rozwigzanie zadania samodzielnie i zapisujgc odpowiedz, uzytkownik moze
zwroci¢ sie do ,Eksperta” w celu potwierdzenia prawidtiowos$ci otrzymanego wyniku. Interfejs uzytkownika
jest maksymalnie zblizony do zwyktego: zamiast notowania w zeszycie, specjalne okno, ktére zostato
podzielone na dwie czesci — Brudnopis i Czystopis. Wszystkie kroki rozwigzania odbywajg sie w
Brudnopisie. Tutaj uzytkownik ma mozliwos¢ wnoszenia zmian. Wynik rozwigzania i jego pewne wazne
etapy uczen moze skopiowa¢ do Czystopisu.

Doskonale wiadomo, ze rozwigzanie zadan z algebry liniowej jest zwigzane z duzag liczbg
standardowych obliczen arytmetycznych. Realizacja tych obliczen wymaga posiadania dostatecznego
zapasu czasu i odwleka studentéw od waznych momentdéw algorytmow rozwigzania zadania. Zastosowanie
pedagogicznego $rodowiska programistycznego ,Swiat algebry liniowej” podczas zajeé praktycznych z
algebry liniowej daje umozliwia studentom skupienie sie na stronie ideowej badanego materiatu, pozwala mu
rozwigza¢ wiekszg liczbe zadan danego typu w ograniczonym czasie, co z kolei, bedzie sprzyja¢ szybszemu
i trwalszemu opanowaniu metod i nawykdéw rozwigzywania zadan. Oprdcz tego, srodowisko pomoze
wyktadowcy bardziej efektywnie kontrolowaé prace ucznidow i rozszerzy¢ mozliwosci indywidualnego
podejscia do kazdego z nich.

Jak wiadomo, praktyczne najbardziej wygodng i efektywng metodg rozwigzania zadan z algebry
liniowej jest metoda rugowania zmiennych, ktéra nazywa sie metoda Gaussa. Kazdy etap przeksztatcenia
macierzy metodg Gaussa moze sie odby¢ przy pomocy pomnozenia tej macierzy z lewej i prawej przez
macierz elementarng. Ten system dziatan srodowiska zawiera w sobie nastepujace polecenia pracy na
macierzach: ,Dodaj dwa wiersze macierzy”, ,Pomndz wiersz przez liczbe”, ,Dodaj do danego wiersza inny
wiersz, pomnozony przez pewng liczbe”, ,Zamien dwa wiersze miejscami”, ,Wstaw dodatkowy wiersz
zerowy”, ,Usun wiersz”, ,Pomndz macierz” itd. Niektére z pokazanych dziatan przewidziano takze dla kolumn
macierzy.

Skrocony wariant polecanej pomocy naukowej (w jezyku ukrainskim) oraz prototyp Srodowiska
,Swiat algebry liniowej” (zrealizowany w MS DOS) na przestrzeni wielu lat byt stosowany w nauczaniu
algebry liniowej w Panstwowym Chersonskim Uniwersytecie Pedagogicznym (PCUP) i pokazat swojgq
efektywnosé.

Polecany wariant podrecznika jest znacznie rozszerzony i zmodyfikowany. Oprocz tego, zostaty do
niego dotaczone przyktady przestrzeni wektorowych, przyktady operatorow liniowych, c¢wiczenia o
charakterze teoretycznym oraz uktad zadan praktycznych z przyktadowymi rozwigzaniami.

Zawarto$¢ podrecznika odpowiada programowi algebry oraz teorii liczb dla uniwersytetow oraz
uniwersytetow pedagogicznych i technicznych.

W nowej wersji $rodowiska pedagogicznego ,Swiat algebry liniowej” (pod Windows) do$wiadczenie z
jego eksploatacji i wykorzystano wszystkie zalety wspotczesnych technologii interfejsu graficznego, co
powoduje, ze jest jeszcze bardziej doskonatym pedagogicznym sSrodowiskiem programowym stuzacym
wspomaganiu zaje¢ praktycznych z algebry liniowej.

Jest jasne, ze pierwsze zadanie na dzien dzisiejszy moze by¢ rozwigzane tylko
przez nauczyciela i komputer w tym przypadku bedzie petnit role instrumentu do

wspomagania kreowania nowej wiedzy.



Oczywiste jest rowniez i to, ze przekazujgc komputerowi kierowanie rozwigzania
drugiego zadania, nalezy scisle okresla¢, ze produkt programowy powinien w petni
podkreslac ,ideologie” kursu teoretycznego.

Interfejs pedagogicznego $rodowiska programistycznego ,Swiat algebry liniowej”
zostat utworzony na podstawie nastepujgcych zasad:

— uzytkownik powinien pracowac z realnymi obiektami danego obszaru przedmiotowego
(macierzami, uktadami rownan liniowych itp.), a teksty i pytania pojawiajg sie na ekranie
tylko w najbardziej koniecznych przypadkach;

— uzytkownik powinien pracowac tylko w rzeczywistym systemie operacyjnym, ktory jest
jednoznacznie okreslony w obszarze przedmiotowym (na przyktad dla macierzy: doda¢
dwa wiersze, pomnozy¢ wiersz przez liczbe, zamieni¢ dwa wiersze miejscami, pomnozy¢
macierze itp.);

— interfejs uzytkownika powinien by¢é maksymalnie zblizony do zwykilego (pisanie na
kartce zostanie zastgpione oknem na ekranie, przy tym dobrze jest mieC brudnopis,
ktérego nikt nie widzi oraz czystopis dla nauczyciela; w oknie lub oknach znajduje sie
historia rozwigzania uzytkownika w postaci ciggu realnych obiektéw nauczanego kursu,
wedtug ktérych mozna poruszac sie do przodu lub do tytu; jesli pewne obliczenia liczbowe
nie posiadajg odniesienia do zawartosci zadania, to program bierze je na siebie);

— program powinien dawac uzytkownikowi szerokie mozliwosci dziatania w ramach
obszaru przedmiotowego (na przyktad na macierzy mozna dokonywacC przeksztatcen
elementarnych w dowolnej kolejnosci, gtdwnie znalezc¢ jej rzad), to znaczy uzytkownik nie
powinien znajdowaé sie pod brzemieniem algorytmu rozwigzania, okreslonego w stadium
napisania $rodowiska programowo-pedagogicznego (SPP). Przy tym uzytkownik powinien
mie¢ mozliwo$¢ przemieszczania sie po swoich dziataniach, wstawiajgc pomiedzy nie
nowe. Uzytkownik powinien zawsze mie¢ wyjscie z ktopotliwego potozenia, w SPP moze
by¢ zrealizowane przez tak zwanego eksperta, ktéry bedzie umiat teoretycznie wyjasnié
kazdy krok, rozpoczynajgc od tego, w ktorym znajduje sie uzytkownik, oraz stosujgc tylko
okreslone srodowisko operacyjne, pokazujgc w postaci filmu animowanego rozwigzanie
postawionego zadania. Przy tym mozna mu, w odroznieniu od nauczyciela, w dowolnym
momencie przerwac i kontynuowac rozwigzanie samodzielnie;

— historia pracy uzytkownika powinna byé przedstawiona w postaci kolejnosci jego
dziatan, a przy checi zakohczenia pracy moze pojawi¢ sie informacja, ktéra analizowataby
wyniki jego dziatan.



Rozdziat 1. Uktady réwnan liniowych. Wiadomosci wstepne

OKRESLENIE 1.1

Uktadem réwnan liniowych nad ciatem F ze zmiennymi x,,X,,...,X
postaci:

nazywa sie uktad réwnan

n

a,x, +a,x, +..+a,x, =b,
............................... (1.1)

a,x, +a, x,+..+a,x, =b

m

OKRESLENIE 1.2
Rozwigzaniem ukfadu réwnan liniowych (1.1) nazywa sie uporzadkowany zbiér elementéw ciata F
(A4,4,,....,4,)€F", ktdrych podstawienie zamiast zmiennych w réwnaniu uktadu przeksztatca wszystkie
réwnania tego ukfadu w réwnosci.
Zatem, jesli (4, 4,,..., 4, ) — rozwigzania uktadu (1.1.), to spetnione sg rownosci:
aA +a, A+ +a, A =b,i=1,2, .., m.

Elementy ciata F przyjeto nazywaé skalarami lub liczbami, a uporzadkowane zbiory skalaréw —
wektorami.

UWAGA
W rozdziale 2 okreslimy ogdélne pojecie przestrzeni wektorowej jako zbioru wektoréw, ktéry spetnia
okreslone wtasnosci — aksjomaty przestrzeni wektorowej. Podamy rowniez przyktady konkretnych

przestrzeni wektorowych. Jedng z nich jest tak zwana arytmetyczna przestrzen wektorowa. Elementami tej
przestrzeni sg uporzagdkowane zbiory skalarow.

OKRESLENIE 1.3

Uktad réwnan liniowych nazywa sie oznaczonym, jedli posiada jedno rozwigzanie. Uktad réwnan
liniowych nazywa sie sprzecznym jesli nie posiada rozwigzania.

OKRESLENIE 1.4

Dwa uktady rownan liniowych nazywa sie rownowaznymi, jesli kazde rozwigzanie jednego z nich jest
rozwigzaniem drugiego, to znaczy, gdy w zbiorze D oba réwnania majg te same rozwigzania.

Wiele praktycznych zadan sprowadza sie do rozwigzania uktadéw réwnan liniowych. Metody
rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych z dwoma i trzema zmiennymi byty nauczane w trakcie kurséw
geometrii analitycznej. Obecnie rozszerzymy te metody na dowolne ukfady réwnan liniowych.

1.1 Przeksztalcenia rownowazne ukfadéw réwnan liniowych

Rozwigzujgc réwnania lub ukfady roéwnan, zwykle stosuje sie tak zwane przeksztatcenia
rébwnowazne, to znaczy takie przeksztatcenia réwnania lub uktadu réwnan, ktére nie zmieniajg zbioru
rozwigzan. Cel przeksztatcen polega na tym, aby uproéci¢ réwnanie lub uktad rownan. Dla uktadéw réwnan
liniowych mozna wskazaé trzy typy takich przeksztatcen: przestawienie (permutacja) réwnan,
przeksztatcenia elementarne rbwnan, mnozenie réwnan przez niezerowy skalar.

a, X, +a,x, +..+a,x, =b a, x, +a,x, +..+a,x, =b

a bt = | am et aran b o
S DAY
S P

Przestawienie E/. réwnan ukfadu — to zamiana miejscami i-go i j-go réwnan w uktadzie (1.2).



LEMAT 1.1

Przestawienie rownan uktadu jest rownowazne z przeksztatceniem tego uktadu.

a, X, +a,x, +...+a,,x, =b, a,x, +a,x,+..+a,x,=b
S .
S
B S P

Przeksztatceniem elementarnym Fl.j(l) uktadu nazywa sie przeksztatcenie i-tego réwnania tego
ukfadu wedtug wzoréw:

al'.,C =a, +/1-a‘ik, bi' =b +i-bj, k=12,...n, i#j. (1.4)
LEMAT 1.2

Jesli i#j, to elementarne przeksztatcenie Fy(ﬁ) uktadu réwnan liniowych jest przeksztatceniem
réwnowaznym tego uktadu.

Dowadd.

Rozpatrzymy dowolne rozwigzanie (4,,4,,...,4,) uktadu — lewej czesci przeksztatcenia (1.3).

Podstawimy ten wektor do prawej czesci przeksztatcenia (1.3). Poniewaz w tej czesci zmienito sie tylko i-te
réwnanie, wystarczy wykazac, ze réwnanie te, rowniez przeksztalcito sie w rownosé.

n n n n
Zaik "Xy =Z(aik +A-a,)-x, =Zaik "X +z/1'ajk X =
k=1 k=1 k=l k=1
n
b+A-Y a,-x,=b+A-b =b
k=1

W taki sposdb mozna dowies¢, ze dowolne rozwigzanie uktadu —prawej czesci przeksztatcenia jest réwniez
rozwigzaniem uktadu — lewej czesci przeksztatcenia (1.3).

a, X, +a,x, +...+a,x, =b a,x, +a,x, +..+a,x,=b
~ (1.5)
a,x, +a,x, +..+a,x, =b, Aa,x, + Aa,x, +...+ Aa, x, = A,
a,x, +a,,x,+..+a, x =b, a, X, +a,,x,+..+a, x, =b,
LEMAT 1.3

Pomnozenie M,(A) i-go réwnania uktadu przez niezerowy skalar jest rownowazne przeksztatceniu tego
ukfadu.
UWAGA

Dla kazdego z przeksztalcen rownowaznych, ktére okreslilismy, fatwo mozna utworzyc
przeksztatcenie odwrotne do danego. W ten sposéb, kolejnych przeksztatcen réwnowaznych mozna
dokonywac w tym lub odwrotnym kierunku.

1.2 Algorytm rugowania zmiennych

Przy pomocy przeksztalcen rownowaznych ukladu mozna przejs¢ do ukfadu, w ktérym jedna ze
zmiennych, na przyktad x;, bedzie tylko w pierwszym réwnaniu uktadu. W ten sposdb, po przeksztatceniu
uktad rownan liniowych bedzie miat postac



X, +a,x,+..+a,x,=b

ayX, +..+a, x, =b,
............................ (1.6)

W tym celu nalezy:

1. Znalez¢ w uktadzie (1.1) rownanie, ktére zawiera zmienng x, i przestawi¢ go na pierwsze miejsce.

2. Pomnozy¢ pierwsze rownanie uktadu (1.1) przez skalar l/a“, przeksztatcajac, w ten sposob,
wspotczynnik przy x; na 1. W wyniku otrzymamy pierwsze rozwigzanie uktadu (1.6).

3. Kazde z réwnan, zaczynajac od drugiego, przeksztatcimy w taki sposob, aby wykluczyé z niego
zmienng x; przy pomocy przeksztatcenia elementarnego F;,(A.). Dla i-go réwnania uktadu nalezy
dokonac¢ przeksztatcenia F; (—a, ). Wzory (1.4) pokazuja, ze dla A =—a, wspotczynniki a}l przy
zmiennej x; w rownaniach od drugiego do n-go wynoszg zero.

Algorytm wykluczenia zmiennej sprowadza zadanie rozwigzania poczatkowego m x n ukfadu réwnan
liniowych do zadania rozwigzania uktadu z m-1 réwnaniami z n-1 zmiennymi. Istotnie, jesli otrzyma sie
rozwigzania uktadu rownan:

ayX, +..+a, x, =b,

............................ (1.7)

a x,+..+a, x =b,

mn--n
to warto$¢ zmiennej x; mozna obliczy¢ z pierwszego réwnania:
x =b—-a,x,—..—a,x (1.8)

Kontynuujgc rugowanie zmiennych Xx,,...,x

n

jesli to mozliwe, przejdziemy do uktadu rownowaznego, ktory

posiada prostszg postaé, niz uktad (1.1). Uktad taki jest juz wystarczajaco prosty w rozwigzaniu, jak i
badaniu go na zbieznosé.

1.3 Macierz ukfadu réwnan liniowych.

Poniewaz konkretne nazwy zmiennych uktadu réwnan liniowych nie petnig zadnej roli, to uktadowi mozna
przyporzadkowaé odpowiednio, prostokatng tablice sktadajacg sie ze wspoétczynnikéw tego uktadu, w taki
sposob, ze:

a,X, +a,x, +..+a,x, =b a, @ .. a,b
a X, +a,x, +..+a,x,=b, > a, a, .. a, b (1.9)
amlxl + am2x2 to.+ amnxn = bm aml amZ b amn bm

Takie prostokatne tablice w matematyce nazywa sie macierzami. Dlatego bedziemy méwi¢ o macierzy (1.9)
uktadu (1.1).

Przy tym nalezy rozrdoznia¢ podstawowg cze$¢ macierzy ukiadu, ktéra zawiera wspoétczynniki przy
zmiennych uktadu oraz ostatnig kolumne macierzy, ktéra zawiera wyrazy wolne uktadu:

a, 4y a,, b,
A= a, dy a, B b,
a a a b



Macierz A nazywa sie podstawowa macierzg uktadu, B — kolumng wyrazéw wolnych. Macierz (1.9)
uktadu, nazywa sie rozszerzong macierza uktadu. Macierz rozszerzong U otrzymuje sie z A, oraz dodania do
niej kolumny wyrazéw wolnych B.

1.4 Przeksztatcenia macierzy.

Kazdemu z réwnowaznych przeksztatcenn ukfadu réwnan liniowych mozna przypisaé odpowiednie

przeksztatcenie macierzy U, ktére wykonuje sie na jej wierszach. W tym celu nalezy tylko przypisa¢ kazdemu

wierszowi macierzy odpowiednie rownanie ukfadu i ,przettumaczy¢” okreslenie przeksztatcen réwnowaznych

na jezyk przeksztatcen wierszy macierzy rozszerzonej ukfadu.

e Przestawienie rownan uktadu odpowiada przestawieniu wierszy macierzy U.

e Elementarne przeksztatcenie réwnan uktadu zgodnie ze wzorami (1.4) odpowiada elementarnemu
przeksztatceniu wierszy macierzy U z tymi samymi wzorami.

e Pomnozenie rownania przez niezerowy skalar (element po elemencie), odpowiada pomnozeniu wiersza
przez ten skalar (patrz: (1.5)).

Algorytm wykluczenia (rugowania) zmiennych z ukfadu réwnan liniowych, w istocie jest algorytmem
przeksztatcenia macierzy U postaci:

I a12 a13 alr a1r+1 aln bl ]
0 1 ay .. a, a,,.. a, b
U - 0 0 1 ar—lr ar—er o ar—ln br—l
0 0 0 1 arr+1 o arn br
0 0 0 0 0 0 b,
0 0 .. 0 0 0. 0 b

Macierz U zostata otrzymana w wyniku wykluczenia » zmiennych, przy czym dalsze stosowanie
algorytmu wykluczenia zmiennej jest niemozliwe. Przyczyna lezy w tym, Ze wiersze macierzy podstawowej z
U sa zerowe, to znaczy, ze nie mozna wykonaé punktu 1 algorytmu — znalezienia niezerowego
wspotczynnika przy zmienne;j.

Analizujac macierz U', mozna wysunaé wnioski o zbieznoéci uktadu (1.1) i liczbie rozwigzan.

OKRESLENIE 1.5

Liczba r niezerowych wierszy macierzy podstawowej A macierzy U nazywa sie rzedem uktadu réwnan
liniowych (1.1).

TWIERDZENIE1.1.
| Jesli rzad uktadu jest réwny liczbie jego zmiennych, to uktad posiada jedno rozwigzanie.

W tym przypadku warto$¢ zmiennych mozna obliczy¢, rozpoczynajac od ostatniego réwnania i
zmiennej X,

TWIERDZENIE 1.2.

Jesli rzad uktadu jest mniejszy od liczby jego zmiennych, a przynajmniej dla jednego z wierszy macierzy U’ o
numerach r+1, ..., m element kolumny wyrazéw wolnych b; nie jest réwny zero, to ukfad (1.1) jest
nieoznaczony.



Dowdéd.

Jesli j-ty wiersz macierzy U ma postaé ‘0 0..0 bj‘, przy czym bj # 0, to oznacza, ze jedno z réwnan
ukfadu przeksztatcito sie w réwnos¢ sprzeczng O:bj, dlatego i uktad (1.1) jest sprzeczny, to znaczy
nieoznaczony.

TWIERDZENIE 1.3.

Jesli rzad uktadu jest mniejszy od liczby jego zmiennych i wszystkie wiersze o numerach r+1, ..., m sg
zerowe, (to znaczy b, =...=b, =0)to uktad (1.1) posiada wiele rozwigzan.

Dowdd tego twierdzenia przedstawiono nizej (twierdzenie 1.7).

WNIOSEK1.1

Zerowe wiersze macierzy U mozna wydzieli¢ z tej macierzy. W rzeczy samej wiersz zerowy odpowiada
réwnaniu 0 = 0, ktore jest tozsamoscia.

1.5 Jednorodne uktady réwnan liniowych

OKRESLENIE 1.6

Uktad rownan liniowych nazywa si¢ jednorodnym, jesli wyrazy wolne wszystkich jego réwnan sa
rOwne zeru.
Stad jednorodny ukfad réwnan liniowych ma nastepujaca postac:
a,x,+a,x,+..+a,x, =0
............................... (1.10)

a,x+a,,x,+.+a, x =0

mn-"n

Jednorodny uktad réwnan liniowych zawsze jest oznaczony, poniewaz posiada rozwigzanie:
Xk=0,k=1,...,n.

Rozwigzanie to nazywa sie zerowym lub trywialnym.

TWIERDZENIE 1.6

Zbidr rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan liniowych spetnia nastepujace wiasciwosci;
1. Jedli (a,...,a,) i (B,...B,) — dwa dowolne wektory — rozwigzania uktadu (1.10), to

(a,+ B,,...,a, + B,) — takze rozwigzanie tego uktadu.
2. Jesli (¢,,...,a,) — dowolny wektor — rozwigzanie uktadu (1.10), i y — dowolny element ciata skalaréw F, to

y-a=(y- a,,....y -a,) — takze rozwigzanie tego uktadu.

Dowod
1. Podstawimy do dowolnego (i-go) réwnania uktadu 1.10 zamiast wektora zmiennych wektor
(a,+pB,....a, + B,) 1 otworzymy nawiasy:

n n n
2ay(a,+ )= a0+ a,p,
Jj=1 Jj=1 J=1

n n
Poniewaz wektory (¢,,...,a,), (B,....3,) sarozwigzaniami uktadu, obie sumy Za[ja j,Zaij B; sa
J=1 j=1
rowne zeru. Zatem,

Zn:ay(aj +5,)=0.

2. Dowdd absolutnie analogiczny do poprzedniego.
Weczesniej definiowali$my pojgcie elementarnego przeksztalcania uktadu réwnan liniowych
1 mnozenia rOwnania liniowego przez liczbg. Przeksztalcenia te mozna zdefiniowac przy pomocy



operacji dodawania réwnan poszczegdlnymi czlonami oraz mnozenia roéwnania przez skalar.
Przeksztatceniem réwnowaznym uktadu rownan odpowiadaja przeksztalcenia wierszy macierzy,
sktadajacej si¢ ze wspdlczynnikdw rownan liniowych. Przeksztalcenia te nalezy naturalnie takze
traktowa¢ jako operacje dodawania wektorOw-wierszy oraz mnozenia wektora-wiersza przez
liczbg. W koncu, w twierdzeniu 1.6 okreslono wlasno$ci, ktore mozna rowniez sformutowaé jako
terminy operacji dodawania 1 mnozenia przez skalar wektorow-rozwiazan jednorodnego uktadu
réwnan liniowych.

Zatem, zdefiniujemy na zbiorze wektorow z F" dwa dzialania algebraiczne — operacje
dodawania i mnozenia przez skalar: jesli

a=(a,..a,), b=(f,...5,), to zgodnie z definicja
a+b=(a,+B,...a,+B,)

y-a= (7'“19"'57'0!;1)
Twierdzenie 1.6 mozna teraz sformutowac nastgpujaco:

Zbidr rozwiazan ukladu jednorodnych rownan liniowych jest zamknigty wzgledem operacji
dodawania i mnozenia przez skalar.
WNIOSEK 1.2

Jesli ;1,...,51{ — dowolne wektory-rozwiazania uktadu (1.10) 1 «;, ..., o — dowolne skalary,

to wektor b = a, ar ..+ a, ax — réwniez jest rozwiagzaniem uktadu (1.10).
OKRESLENIE 1.7
Wektor b = a, ar ot a, ax nazywa si¢ liniowa kombinacja wektorow a , ...,Ek .

To znaczy, ze dowolna liniowa kombinacja wektorow-rozwiazan uktadu (1.10)
a , ...,Zk takze jest rozwigzaniem (1.10).

Dla uktadu (1.10) utworzymy jego macierz podstawowa (macierz wspotczynnikow) i
zastosujemy w niej algorytm rugowania zmiennych.
UWAGA

Poniewaz kolumna wyrazéw wolnych uktadu (1.10) jest zerowa, to mozna nie wiaczaé jej do
macierzy, dlatego tworzymy macierz nie rozszerzona, a podstawowa.

Poprzez przestawienie kolumn macierzy, ktdre oznacza przestawienie nazw zmiennych
uktadu rownan liniowych, mozna doprowadzi¢ macierz do postaci:

1 a, .. aq, a,, .. q,
o 1 .. a a,, .. a, (1.11)
O 0 .. 1 a a

rr+l o rn

Takie macierze nazywa si¢ stopniowanymi. Elementy macierzy stopniowanych, znajdujace
si¢ pod gtowna przekatna (diagonala) wynosza zero.

Dokonamy jeszcze jednego przeksztalcenia tej macierzy. Naszym celem bgdzie otrzymanie
zer rébwniez ponad przekatna.
Algorytm doprowadzenia macierzy do postaci diagonalnej

Uzywajac ostatniego wiersza (k = r), tak jak robiliSmy to w pkt.3 algorytmu rugowania
zmiennych, wykluczymy z réwnan o numerach k-1, ..., 1 zmienna xi, to znaczy, przeksztatcimy
elementy k-tej kolumny w zera: a,_,. =a, , =..=q, =0.

Analogicznie zrobimy z innymi wierszami, przeksztalcajac kolejno w zera wszystkie
elementy macierzy znajdujace si¢ ponad gloéwna przekatna. W rezultacie otrzymamy macierz
postaci:



" (1.12)

o0 ..1wa, . a,

Uktad, ktory odpowiada tej macierzy, ma postac:

x +a,, x,  +.+a,x, =0
............................... (1.13)
‘xr + arr+lxr+l t...t arn'xn = 0
Dla wygody analizy przeniesiemy w kazdym roOwnaniu wyrazy ze zmiennymi X 11, ..., X, do
prawej czgsci rownan. Otrzymamy:
xl = _alr+1xr+l T aln'xn
............................... (1.13”)
xr = _arr+1xr+l T arnxn
Zwréémy uwage, ze aby otrzymac rozwiazanie uktadu (1.13), to zmiennym x,:;, ... X,
mozna przypisa¢ dowolne wartosci. Wtedy warto§¢ zmiennych x;, ..., x, mozna obliczy¢ z (1.13)

dla warto$ci X+, ... X,
TWIERDZENIE 1.7
Jesli rzad uktadu (1.10) r jest rowny liczbie jego zmiennych n, to uktad posiada tylko jedno rozwigzanie
zerowe.
Jeslir < n, to uktad (1.10) posiada takze rozwigzania niezerowe. W szczegolnosci, jesli pole skalarow F jest
nieskonczone, uktad posiada nieskonczong liczbe rozwigzan.
Przeanalizujemy teraz przypadek, gdy r < n, bardziej szczegétowo.
OKRESLENIEI.8

Zmienne X,;j, ... X, hazywaja si¢ niezaleznymi. Zmienne x;, ... X, nazywaja si¢ zaleznymi
(od Xrtly o Xn).
OKRESLENIE1.9

Rozwiazanie jednorodnego uktadu rownan liniowych (1.10), ktére otrzymano dla wartosci
zmiennych niezaleznych

X1 =0, o, x0=0,x5=1,%x+7=0, ..., x, =0

nazywa si¢ fundamentalnym.

Innymi stowy, fundamentalne rozwiazanie uktadu (1.10) mozna otrzymac, jesli doprowadzi
si¢ jedna z niezaleznych zmiennych do rownosci z 1, a pozostate zmienne niezalezne beda zerami.

W ten sposob, uktad (1.10) posiada komplet n-r rozwiazan fundamentalnych. Bedziemy go
nazywa¢ ukladem rozwigzan fundamentalnych. Z definicji wynika, Ze kazde rozwiazanie
fundamentalne uktadu jest niezerowe.

TWIERDZENIE 1.8
Wektor y jest rozwigzaniem uktadu (1.10) wtedy i tylko wtedy, gdy mozna go przedstawi¢ w postaci liniowej
kombinacji wektoréw — fundamentalnych rozwigzan ukfadu (1.10)

y=ox. , +..+a, x, (1.14)

Dowdd.

Rozpatrzymy uktad rozwigzan fundamentalnych x,, ..., x,, uktadu (1.10). Wybierzemy n-r skalarow
aj, ... Oy, 1 zestawimy kombinacj¢ liniowa ¥ = a;X1t+ ...+ @, Xnr. Wykazemy, ze y jest

rozwigzaniem (1.13). Poniewaz uktad (1.13) jest réwnowazny uktadowi (1.10), tym samym
zostanie wykazane, ze y jest rozwigzaniem (1.10). Zasadniczo dowdd bedziemy przeprowadzaé
metoda indukcji matematycznej zgodnie z liczba rozwiazan fundamentalnych.

Baza indukcji (n-r = 1).
Zgodnie z twierdzeniem 1.6: je$li x; — rozwiazanie (1.13), to takze o;X1 — rOwniez

rozwiazanie (1.13).
Krok indukcji (n-r = m+1).



Jesli y' = X1t ...+ o, X m — rozwiazanie (1.13), 1
Y=oXit ...+ & Xmt GpriXmeg, tO Y —y’ + G+ 1 Xme1-
Pomewaz Xm+1 — rozwigzanie (1.13), to réwniez y = &+ Xm+1 — rozwiazanie tego ukladu.
Dlatego y = y +y zgodnie z twierdzeniem 1.6 y takze jest rozwiazaniem (1.13).
Wykazemy teraz, ze dla dowolnego rozwiazania y uktadu (1.13) istnieja takie skalary a.y, ...,
Onr, Z€ Y =04 X, +...+ 0, X, .

r+l

Zaktadamy y =(f,..., ,) 1 podstawiamy te warto$ci do uktadu (1.13).
ﬂl = _alrﬂﬂrﬂ T alnﬂn

ﬂr :_arrJrl r+l_"'_am n

Z drugiej strony, obliczymy wektory — rozwigzania fundamentalne:
X1 = (_alr+l""’ 1r+]’1 0,...,0)
......................... (1.15)
x,=(-a,,,..,—a,,0,0,..1)

m?

Otoz, nietrudno zauwazyc¢, ze wzor (1.14) jest aktualny, jesli zatozy¢ o, = .,,,....,a, = B,

UWAGA

Poréwnujac wzory (1.15) oraz macierz diagonalng (1.12), mozna zauwazy¢, ze ukiad rozwigzanh
fundamentalnych (1.10) w istocie jest zapisany w ostatnich n — r kolumnach tej macierzy. Dlatego algorytm
diagonalizacji jest w istocie, algorytmem poszukiwania fundamentalnego uktadu rozwigzan uktadu
jednorodnego, ktory jest przedstawiony w postaci macierzy trdjkatnej (1.12). Dlatego ogdlny algorytm
tworzenia uktadu rozwigzan fundamentalnych jednorodnego uktadu réwnan liniowych (1.10) polega na
utworzeniu macierzy (1.12) najpierw przy pomocy algorytmu rugowania zmiennych, a potem — algorytmu
diagonalizacji.

1.6 Ogolne rozwigzanie uktadu réwnan liniowych

TWIERDZENIE 1.9.

Niech xi = 4, 4,,...4), X2 = (4> M5 pt,) - dwa  rozwigzania uktadu (1.1). Woéwczas
Xi—X2= A =, A4, — ..., A, — 1) bedzie rozwigzaniem uktadu jednorodnego (6.7).

Dowdéd:
Zgodnie z definicjg rozwigzywania réwnan liniowych.
TWIERDZENIE 1.10.
Jesli x = (A, Ay».... A,) — rozwigzanie uktadu (1.1), @ y = (7, 7,-.,7,) — rozwiazanie uktadu (1.10), to
x+y=A4+y. 4 +70uA +7,)
bedzie rozwigzaniem uktadu jednorodnego (1.10).
Dowéd
Zgodnie z definicjg rozwigzywania rownan liniowych.
WNIOSEK

Z ostatnich dwoch twierdzen wynika, ze rozwigzanie uktadu réwnan liniowych (1.1) mozna otrzymac
jako sume dowolnego rozwigzania tego ukltadu oraz dowolnego rozwigzania odpowiedniego uktadu
jednorodnego (1.10).

Algorytm rozwiazania uktadu réwnan liniowych

Utworzy¢ macierz rozszerzong U uktadu rownan liniowych.

Przy pomocy algorytmu rugowania zmiennych utworzyé macierz tréjkatng U

Okresli¢ oznaczonos¢ ukiadu. Jesli uktad jest nieoznaczony, to zakonczy¢ rozwigzywanie zadania.
Jezeli uktad jest oznaczony, to okreslic liczbe jego rozwigzan.

Pobd-=



5. Jezeli uktad posiada jedno rozwigzanie, to sprowadzié macierz U do postaci diagonalnej U". Warto$é¢
elementow ostatniej kolumny jest rozwigzaniem uktadu.

6. Jesli uklad posiada wiecej rozwigzan, to nalezy:

wykluczyé z macierzy U zerowe wiersze (jesli istnieja);
sprowadzié macierz U do postaci diagonalnej U". Warto$¢ elementéw ostatniej kolumny jest
czgstkowym rozwigzaniem uktadu y ;

Okre$lié rzad r uktadu. Warto$¢ elementéw n-r kolumn prostokatnej czesci macierzy U~ zastosowaé do
utworzenia fundamentalnego ukfadu rozwigzan odpowiedniego uktadu jednorodnego xi,..., Xu—r;

Przedstawi¢ gtbwne rozwigzanie uktadu w postaci
X = y+C(])C1 +...+an_rx;7—r

z nieokreslonymi wspoétczynnikami «, ..., a,

—r "

UWAGI KONCOWE

Wiele zadan praktycznych algebry liniowej sprowadza sie do rozwigzania uktadéw réwnan liniowych.

Dlatego tez, praktyczne metody, przedstawione w tym rozdziale, sg niezbedne w dalszej pracy. Cwiczenia
na zastosowanie algorytmow tego rozdziatu zawarte sg w koncowym rozdziale 11.

Z drugiej strony, w rozdziale 6 rozpatrujemy jeszcze raz uktady réwnan liniowych, formutujgc wyniki

o strukturze ich rozwigzania jezykiem przestrzeni wektorowych.

W tym rozdziale postugiwalismy sie terminami algebry liniowej: skalar, wektor, macierz, kombinacja

liniowa i inne. Definicje tych poje¢ zostang przytoczone w dalszej czesci.



Rozdzial2. Przestrzenie wektorowe

Wspotczesne podejscie do okreslenia przestrzeni wektorowej, jak i do praktycznie wszystkich
wspotczesnych poje¢ matematycznych, jest abstrakcyjne. Przestrzenie wektorowe sg okreslone witasnymi
wihadciwosciami. Te wlasciwosci w istocie sg aksjomatami. Teoria przestrzeni wektorowych opiera sie tylko
na tych wiasciwosciach aksjomatycznych. W praktyce oczywiscie (to znaczy podczas rozwigzywania zadanh
praktycznych), matematyk ma do czynienia z konkretnymi realizacjami poje¢ abstrakcyjnych
(aksjomatycznych). Dla algebry liniowej oznacza to, ze zadania praktyczne nalezy rozwigzywac¢ pracujac z
konkretnymi przyktadami przestrzeni wektorowych.

2.1. Okreslenie przestrzeni wektorowej

Niech dane jest ciato F i niepusty zbiér V. Elementy ciata F' bedziemy oznaczaé literami greckimi a,
B, vy, ..., oraz nazywac skalarami. Elementy zbioru V bedziemy nazywaé wektorami i ozhacza¢ matymi
literami tacinskimi z kreska (strzatka) u goéry: a,b,c,...

Przypusémy, ze na zbiorze V okreslono dziatanie (operacje) dodawania wektoréow, to znaczy dla
kazdej pary wektorow a €V, b eV istnieje trzeci wektor ¢ €V, ktéry nazywa sie suma wektorow a i b.

Operacje dodawania bedziemy oznaczaé symbolem "+" i zapisywa¢ wynik dodawania w postaci: ¢= a+b.
Przypusémy takze, Zze okreslono dziatanie mnozenia skalarow ciata F przez wektory zbioru V tak, ze
otrzymany w wyniku mnozenia element ponownie nalezy do V, to znaczy, jest wektorem. Jedli a € F,

aeV , toiloczyn o i wektora a bedziemy zapisywa¢ w postaci o * a lub aa.
OKRESLENIE 2.1.

Niepusty zbior V' z okreSlonymi powyzej dziataniami dodawania wektoréw i mnozenia wektorow
przez skalary ciata F nazywa sie przestrzenig wektorowg (liniowg) nad ciatem F, jesli spetnione sg
nastepujace warunki:

1) a+b=b+a;

2) (a+b)+c=a+(b+o);

3) w zbiorze V istnieje wektor zerowy, ktéry oznacza sie jako 0i ktéry posiada nastepujaca wiasnosé: dla
dowolnego wektora 4 eV, a+0= Zz;

4) dla kazdego wektora a €) istnieje przeciwny wektor, ktory oznacza sie poprzez (—a), i ktory w

sumie z wektorem a daje wektor zerowy: a + (—Zz) =0;
5) a(a+b)=aa+ ab;
6) (a+pBa=aa+ fa;
7)  a(fa)=(aP)a;

8) la=a, dla dowolnego wektora a €V .

Warunki 1-4 oznaczaja, ze przestrzen wektorowa V jest grupg przemienng (abelowg) wzgledem
dziatania dodawania wektorow.

Sume wektora a i wektora przeciwnie skierowanego do wektora b, bedziemy nazywac roznicg

wektoréw a i b, ioznacza¢ a—b.
2.2 WHasciwosci przestrzeni wektorowych

1) Jesli a+b= c, to a= c—b (sktadniki mozna przenosi¢ z jednej strony na drugg ze znakiem

przeciwnym).
Dowod:
a+b=c,datego (a+b)+(-b)=c+(=b), a+(b+(-b))=c—b, a+0=c—b, a=c—b.
2) —(-a)=a.
Dowod:

a+(—a)=0, stad (—a)+a=0, wiec a jest wektorem przeciwnie skierowanym do wektora —a, to
znaczy a=—(—a).

3) 0a =0 dla dowolnego a €V .



Dowod:
a=1la (na skutek warunku 8 okreslenia 1.1). Dlatego a=la= 1+ O);l =la+0a=a+0a, stad
a=a+0a,lub a+(—a)=0a, 0=0a.
4) (—a)a=—(aa);w szczegdnosci (—1)a=—a.
Dowod:
0=0a (wt.3); stad 0=0a = (a +(-a))a = aa +(-a)a, oznacza, ze (—a)a = —(aa)

5) (a — fla=aa- fa.

Dowéd:

(a—Pa=(a+(-P)a=aa+(—Pa=aa+(~Pa)=aa— fa.
6) a(—-b)=—-ab.

Dowéd:

a(=b) = a((-D)b) = (-Da)b=(-a)b= —ab
7) ala-b)y=aa—ab.

Dowdéd:

a(a—-b) = a(a+ (b)) = aa+ a(-b)— = aa— ab
8) «a0=0 dladowolnego o €F .

Dowaod:

a0=a(a—a)=aa+a(-a)=aa—aa=0
9) Jesli @a=0,toalbo =0, albo a=0.
Dowdd:

Jezeli @ #0, to na ciele F istnieje odwrotny skalar . Dlatego ' (aa) = (o '@)a=la=a, z drugiej
strony a™0=0,to znaczy a=0.
10) Metodq indukcji matematycznej fatwo udowodnié, ze
a(a, +a, +a,+...+a,) =aa, + aa, + aa,+.. +aa, ;
(a, +a, + o, +..+a)a= o a+ a,a+ a,a+.. +a,a.
2.3. Przyktady przestrzeni wektorowych
Przyktad 2.1 Warstwy

Niech Q — ciato liczb wymiernych i X = (x4, Xo, ..., X,) — uporzadkowany zbiér zmiennych. Warstwa nazywa
sie wyrazenie postaci ax1 + opXz +...+0X,, gdzie a; — dowolne liczby wymierne (to znaczy o, € Q), a x; € X.
Przez W oznaczymy zbiér wszystkich warstw o wspétczynnikach z ciata Q:

W:{G1X1 + opXo F... F onX, | Q; € Q, X € X}

W zbiorze W okredlimy dziatania dodawania warstw i mnozenia warstwy przez skalar — liczbe z ciata Q w
nastepujacy sposob:
Jesli L1 = 0oXq FopXo t... F onXn, L2 = B1X1 + BQXQ +...+ Ban to

Ly + Ly = (oq + By)xT + (02 + B2) X2 +... + (an + Bn)Xn (dodawanie)
v Ly =(y *o)Xq + (y o)xg +... + (y *on)Xn (MNOzenie przez skalar)
Oznaczenia te mozna sformutowac¢ jako zasady obliczania w nastepujacy sposob:
Aby dodac dwie warstwy, nalezy dodac wspotczynniki tych warstw przy odpowiednich zmiennych.

Aby pomnozy¢ warstwe przez skalar, nalezy pomnozy¢ wszystkie wspofczynniki tej warstwy przez
Skalar.



Aby sie upewnic, ze zbior W z okreslonymi dziataniami dodawania warstw oraz mnozeniem warstwy
przez skalar, jest przestrzenig wektorowg, nalezy sprawdzié, czy wszystkie réwnosci okreslenia 1.1 sg
tozsamosciami w zbiorze W.

1) Przemiennos¢ operacji dodawania jest nastepstwem przemiennosci operacji dodawania liczb
wymiernych.
2) tacznosc¢ operacji dodawania jest skutkiem tgcznosci operacji dodawania liczb wymiernych.

3) Istnienie wektora zerowego. Oczywiscie, wektorem zerowym jest warstwa z zerowymi
wspotczynnikami:

Lo = 0*xq + 0*xo + ... + 0*X,

4) lIstnienie wektora przeciwnego. Przeciwng warstwg do warstwy L = a4Xq + aoXp +... + anX, jest
warstwa L™ = (-oq)xq+(-a)x2 +...+ (-a,)X,, ktorej wspoétczynniki sg przeciwne do odpowiednich
wspotczynnikow warstwy L.

Wiasnosci 1)-5) pokazuja, ze zbiér W jest grupg abelowg wzgledem operacji dodawania warstw.
Nastepne wiasnosci odnoszg sie do dziatania mnozenia warstwy przez skalar.

5) Wiasnos¢ a(lLq + Ly) = alq + al, nazywa sie rozdzielnym prawem mnozenia przez skalar
wzgledem dodawania. Rozdzielnos¢ mnozenia przez skalar wzgledem dodawania jest rowniez
prostym nastepstwem rozdzielnosci na ciele liczb wymiernych. Istotnie, wykazemy jg dla i-tych
wyrazow warstw L4 i L, gdzie i — dowolny numer:

G(Gixi + Bixi) = (X((Xi + Bi)Xi = (G*Oti + oc*Bi)Xi = ((X*Gi)Xi"' (oc*Bi)Xi

6) Wiasnos¢ (a+p)L = aL + BL nazywa sie prawem rozdzielnosci mnozenia przez skalar wzgledem
dodawania skalaréw. Dowdd tej wtasno$ci jest w petni analogiczny do poprzedniego.

7) Wiasnos¢ a(BL) = (ap)L nazywa sie fgcznoscig mnozenia przez skalar. Dowod tej wiasnosci
takze jest analogiczny do dowodu7).

8) Na koniec, wiasnos¢ 1q*L = L oznacza, ze jednostka ciata Q jest neutralnym elementem operac;ji
mnozenia przez skalar.

Przykiad 2.2 Odcinki skierowane na ptaszczyznie

Niech R — ciato liczb rzeczywistych. Zaznaczymy na pfaszczyznie geometrycznej IT punkt P.
Rozpatrzymy zbior S wszystkich odcinkéw skierowanych tej ptaszczyzny w postaci PM, gdzie P —
zaznaczony punkt, a M — dowolny punkt ptaszczyzny.

S={PM|M e IT}

W zbiorze S okreslimy dziatania dodawania odcinkéw skierowanych oraz mnozenia odcinka
skierowanego przez skalar — liczbe z ciata R w nastepujacy sposob:

Jezeli sy = PMy, s, =PM, to s =s;+s,=PM; + PM, — odcinek skierowany PM, ktory jest przekatng
réwnolegtoboku, utworzonego na odcinkach PM1 i PM2 jako bokach, ktére wychodzg z punktu P (reguta
réwnolegtoboku).

M

Rys.2.1 Reguta rownolegtoboku dodawania odcinkéw skierowanych

Jezeli sy = PMy, s = asq = oPM; — to odcinek skierowany PM, rozciggniety |a| razy w poréwnaniu z
odcinkiem PM,. Kierunek PM pokrywa sie z kierunkiem PM, jesli o > 0 i przeciwne do kierunku PM,, jezeli a
<0.

P M
[PM| = |o*[PMy , o0 > [PM| = |o*[PMy] , o <



Rys.2.2 Reguta mnozenia odcinka skierowanego przez liczbe rzeczywistg

Tak samo jak w pierwszym przyktadzie, aby upewnic¢ sie, ze zbiér S z zaznaczonymi dziataniami
dodawania odcinkéw skierowanych i mnozenia odcinka skierowanego przez skalar jest przestrzenig
wektorowa, nalezy sprawdzi¢, czy wszystkie réwnosci okreslenia 1.1 sg spetnione. Cwiczenie to polecamy
czytelnikowi.

Przyktad 2.3 Trojwymiarowa przestrzen arytmetyczna

Niech R — ciafo liczb rzeczywistych. Wektorem trojwymiarowej przestrzeni arytmetycznej nazwiemy
uporzadkowanag tréjke liczb rzeczywistych (a., B, ).
Przez R; oznaczymy zbior wektoréw arytmetycznej przestrzeni trojwymiarowej.

Ry={ (o, B,y) | o, B,y € R}

Okreslimy w zbiorze Rj; dziatania dodawania wektoréw i mnozenia wektora przez liczbe w
nastepujacy sposob: dla dowolnych wektoréw a; = (a1, B4, v1), @z = (a2, B2, v2) i liczby rzeczywistej &

a+ a; = (aq+og, P1+P2, vi1+y2)
&*aq = (8*auy, 8*B4, 8%y1)

Aby udowodni¢, ze okreslone w taki sposéb dziatania przeksztatcajg zbior R; w przestrzeh
wektqrowa, nalezy sprawdzi¢, czy spetnione sg wtasciwosci 1)-8) okreslenia przestrzeni wektorowe;.
2.4. Cwiczenia

1. Okreslimy zbior W jako populacje wszystkich tréjmiandéw ze wspotczynnikami rzeczywistymi, ktére
posiadajq pierwiastek x = 1.

w={p(x)=a*x*+b*x+c|a,b,ceR,p(1)=0}

Na zbiorze W zatozono zwykte dziatania dodawania i mnozenia wielomiandw przez liczbe rzeczywista.
Udowodnic¢, ze W jest przestrzenig wektorowg na ciele liczb rzeczywistych.
Ktére z nastepujacych tréjmiandw nalezg do przestrzeni wektorowej W?

o X*-3*%+2;

o 3% 5%+ 3;

. —x2+x—1;

. x2-1;

o 2°x*—4*x+5.
Sformutuj warunek przynaleznosci tréjmianu do przestrzeni wektorowej zaleznie od wspotczynnikéw a, b, c.

2. Okreslimy zbior V jako grupe jednorodnych binarnych form dwéch zmiennych ze wspotczynnikami

rzeczywistymi:
V={a*x*+b*xy +c*y2 |a,b,c e R }

Na zbiorze V zatozono zwykte dziatania dodawania i mnozenia form binarnych przez liczbe rzeczywista.
Udowodnic, ze V jest przestrzenig wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych.

3. Oznaczymy zbior W jako zbidr wszystkich ciggéow podstawowych (fundamentalnych) z wyrazami
wymiernymi.

W= {A ={a, 7| 4- podstawowy}

W zbiorze W zatozono zwykie dziatania dodawania ciggéw (dodawanie wyrazoéw) i mnozenia przez
liczbe rzeczywista (mnozenie wyrazéw). Udowodnié, ze W jest przestrzenig wektorowg nad ciatem liczb
wymiernych.

4. Oznaczymy zbiér F jako zbiér wszystkich funkcji rosnacych na osi liczbowej R. Rozpatrzyé na
zbiorze F dziatania dodawania funkcji i mnozenia funkcji przez liczbe rzeczywistg. Czy zbiér F jest
przestrzenig wektorowg? Jezeli nie to, jaka wtasciwos¢ okreslajgca przestrzen wektorowg nie jest
spetniona?

5. Oznaczymy przez zbior W populacje wszystkich tréjmiandw ze wspotczynnikami rzeczywistymi, ktére
spetniajg zaleznos¢ a-2*b+3*c = 0



w={p(x)=a*x*+b*x+c|a,b,ceR, a-2* + 3% =0}
Na zbiorze W zadano zwykle dziatania dodawania i mnozenia wielomianéw przez liczbe rzeczywista. Czy W
jest przestrzenig wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych?
6. Oznaczymy przez zbior W rzesze wszystkich trojmiandéw ze wspotczynnikami rzeczywistymi, ktére
spetniaja zalezno$é b>— 4*a*c = 0
W={p(x)=a*x*+b*x+c|a,b,ceR, b’—4*a*c=0}
W zbiorze W dane sg zwykte dziatania dodawania i mnozenia wielomianéw przez liczbe rzeczywistg. Czy W
jest przestrzenig wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych?
7. Rozpatrzy¢ populacje S wektoréw tréjwymiarowej przestrzeni arytmetycznej (patrz: przyktad 3)
takich, ze:a+ p+y=0
S={(o, B, V) o, B,y e R, a+p+y=0}
Czy S jest przestrzenig wektorowg nad ciatem liczb rzeczywistych?
8. Rozpatrzy¢ zbior S wektorow tréjwymiarowej przestrzeni arytmetycznej (patrz: przyktad 3) takich, ze
o+ p2 =y
S={(pNlopyeR o +p =7}

Czy S jest przestrzenig wektorowg nad ciatem liczb rzeczywistych?
9. Rozpatrzy¢ grupe S wektorow trojwymiarowej przestrzeni arytmetycznej (patrz: przyktad 3) takich,
ze: f(a, B,y)=0

S={(o, B, 7)o B,y R, f(a, B, v) =0}

Jaka powinna by¢ funkcja f, aby zbidr S obrazowat przestrzen wektorowg?
2.5 Zalezno$c liniowa wektorow

OKRESLENIE 2.2

Uktad wektoréw {a, a,, a,, ..., a} (n > 1) nazywa sie liniowo zaleznym, jezeli istnieje uktad
skalarow «,, @,, ;, ..., a,, z ktorych, przynajmniej, jeden nie rowna si¢ zero i dla ktérych prawdziwa
jest rownosc¢:

oaq +a,a, +aya,+.. . +a,a, =0 (2.1)

Wyrazenie a1a+a2g+a3a+...+ana bedziemy nazywa¢ kombinacjg liniowg wektorow

a, a,, a,, ..., 4, a skalary «,, a,, a,, ..., o, — wspotczynnikami tej kombinacji liniowej. Jesli
kombinacja liniowa uktadu wektoréw réwna sie 6, to nazywa sie jg zerowg kombinacja liniowa.
Wyrdznimy najprostsze wtasnosci uktadow wektorow liniowo zaleznych:
1) Uktad wektorow, ktéry zawiera tylko jeden wektor Zl, jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy a=0.

Dowad:

Jezeli a=0,todla @ =1 mamy: la=10=0, to znaczy otrzymalismy zerowag kombinacje liniowa, w ktorej
jest niezerowy wspotczynnik; zatem dany uktad jest liniowo zalezny. Przypusémy, ze ukiad {Zz} jest liniowo
zalezny, to znaczy C(Zl=6, przy czym «a # (0. Wtedy, zgodnie z wtasnoscig 9 przestrzeni wektorowych
a=0.
2) Ukfad wektoréw {51,52,...,;,,} dla n > 1 jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden
z tych wektorow jest kombinacjg liniowa innych.

Dowdd:
Jesli jeden z wektoréw danego uktadu, na przykitad ai, réwna sie kombinacji liniowej pozostatych, to
a, = fa, + ,6’3E+...+,6’na. Stad lg, + (=3,)a, + (=5 )Z+...+(—ﬂn )Z =0, przy czym wspdtczynnik

przy a, réwna sig jednosci, czyli jest rozny od zera.



Zatem, dany uktad jest liniowo zalezny. Zatézmy teraz, ze uktad wektorow {al, Ay, gy ony Z} jest
liniowo zalezny, to znaczy, ze ¢, a + %Z + a, a+...+ana = 6, (2.2), przy czym przynajmniej jeden ze
wspotczynnikow a;, na przyktad ¢;, nie jest rowny 0; o, #0. Z réwnosci (2.2) otrzymujemy:

a,a, =(—a,)a, +(—a,)a;+..+H(—a,)a, . Pomnozywszy te wspolzaleznos¢ przez a;' (a;' #0),
otrzymujemy rownosc¢:
a, =(~a,a, a, + (~aya, " Ya, +...+(—a, & )a, . To znaczy, ze a, jest kombinacjq liniowa wektoréw

a, Ay, Ay, ..., a

n-

3) Jesli pewny niepusty poduktad danego ukfadu wektoréw jest liniowo zalezny, to i caty uktad jest liniowo
zalezny.

Dowaod:

Niech dany jest uktad wektorow {al, Ay, Ayy onny a} i przypusémy, ze pewien jego poduktad m wektoréw
jest liniowo zalezny (O<m<n). Dany uktad wektoréw mozna w razie potrzeby przenumerowac tak, aby i jego
poduktad z pierwszymi m wektorami byt liniowo zalezny. W ten sposob, a1a71+al%+0ga73+...+ama =0,
przy czym, przynajmniej jeden ze wspotczynnikéw a; # 0 (na przyktad «, #0). Zatozywszy, ze

a,,=a,. ,=..=a, =0 otrzymujemy, ze

aa +a,a, +oya,+..+a,a, +o +...+a,a, =0 przy czym o, # 0. To znaczy, ze dany ukfad

wektoréw jest liniowo zalezny.

m+l1 am +1

OKRESLENIE 2.3.
Ukiad wektorow {a, Z, a, cees a} (n > 1) nazywa sig liniowo zaleznym, jesli z rownosci
aa +a,a, + oga,+.. +a,a, =0 wynika, ze o =a, =...= ¢, =0.

W ten sposéb, kombinacja liniowa liniowo niezaleznego uktadu wektorow jest zerowa wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie jej wspdtczynniki rownajg sie 0.

UWAGA

Kombinacja liniowa dowolnego uktadu wektoréw, w ktérym wszystkie wspotczynniki rownajg sie 0
jest zerowa. Jezeli uktad nie posiada innych zerowych kombinacji liniowych, to jest liniowo niezalezny. Ukfad
liniowo zalezny posiada jeszcze inne zerowe kombinacje liniowe.

2.6 WitasnoSci uktadéw wektorow liniowo niezaleznych.
1) Liniowo niezalezny uktad wektorow nie zawiera wektora zerowego.

Dowdd:

Jesli uktad wektorow zawiera wektor zerowy, to jego podukiad, ktory sktada sie z jednego wektora zerowego
jest liniowo niezalezny (wtasnosé 1 ukladow liniowo niezaleznych), a to znaczy, ze takze caty ukitad jest
liniowo niezalezny (wlasnos¢ 3 uktadéw liniowo niezaleznych). Otrzymano sprzecznosé.

2) Jesli uktad wektordéw jest liniowo niezalezny, to dowolny jego podukfad rowniez jest liniowo niezalezny.
Dowdd wynika z wtasnosci 3 uktadow liniowo zaleznych.

2.7 Przyktady

Przykiad 2.4

Rozpatrzmy przestrzen wektorowa W, wszystkich warstw zmiennych x, y, z nad ciatem liczb rzeczywistych
(patrz: przyktad 1.1.):
W={oax+By+vyz|a, B,yeQ}
Postawmy pytanie o niezaleznos$c liniowg uktadu wektorow (form liniowych):
Li=2x+ 3y —4z, L, =-2x + 4y — 5z, L;=-x+6y+ 2z

Rozwigzanie
Utozymy kombinacje liniowa L4, L,, L3 ze (nieokreslonymi) wspétczynnikami A, B, C:
A*L; +B*L, + C*L; =0

Podstawiajgc wartosci L4, L,, L3, otrzymujemy:



A*(2x + 3y —4z) + B*(-2x + 4y - 5z) + C*(-x + 6y +22) = 0

Przeksztatcimy otrzymang réwnos¢, otworzywszy nawiasy i okresliwszy wspétczynniki przy
zmiennych X, y, z. Otrzymujemy:

(2A - 2B - C)*x + (3A + 4B + 6C)*y + (-4A — 5B + 2C)*z = 0

Zauwazmy, ze 0 w prawej czesci rownosci oznacza zerowg warstwe liniowa, to znaczy warstwe z
zerowymi wspotczynnikami. Dlatego kazde z wyrazen przy zmiennych x, y, z mozna przyrownac do zera.
Otrzymamy uktad réwnan liniowych wzgledem wspétczynnikéw A, B, C jako nieznanych:

2A-2B-C=0
3A+4B+6C=0
-4A-5B+2C=0

Pytanie o niezaleznosc¢ liniowg uktadu wektoréw sprowadza sie do pytania, czy istnieje niezerowe
rozwigzanie danego uktadu, to znaczy takie rozwigzanie, w ktérym przynajmniej jeden czton bytby r6zny od
zera. Jesli tak to uktad wektorow jest liniowo zalezny. Jesli nie, to uktad wektorow jest liniowo niezalezny.

Ogolng teorie uktadéw réownan liniowych przedstawiono w rozdziale 1.

Rozwigzawszy ukfad otrzymujemy:

A=0,B=0,C=0.

Zgodnie z okresleniem niezalezno$ci liniowej, uktad wektorow (form liniowych) zadania jest liniowo
niezalezny.

Przyklad 2.5. Rozpatrzmy arytmetyczng przestrzen wektorowa R; nad ciatem liczb rzeczywistych (patrz:
Przykiad 2.1.):

Rs={(o, B,7v) |, B,y eR}
Wybierzemy w tej przestrzeni trzy wektory
a;=(2,3,4), a,=(-2, 4,-5), a; = (6, 2, 13)
Nalezy okresli¢, czy ten uktad jest liniowo niezalezny.
Rozwiagzanie.

Kolejnos¢ dziatan bedzie doktadnie taka sama jak w poprzednim przyktadzie:
Utozymy kombinacje liniowg wektoréw o nieokreslonych wspétczynnikach A, B. C.
A*a; + B*a, + C*a3 =0
Podstawimy do niej wartosci wektorow a4, a,, as:
A*(2,3,4)+B*(-2, 4,-5)+C*(6,2,13)=0
Przy pomocy przeksztatcen okreslimy wektor — kombinacje liniowg lewej czesci rownosci:
(2A-2B+6C,3A+4B +2C,4A-5B+13C)=0
Zerowy wektor przestrzeni R; to wektor (0, 0, 0). Dlatego:
(2A-2B +6C,3A+4B +2C,4A-5B +13C)=(0, 0, 0)
Porownujac wyrazami lewg i prawg czesci rownosci, otrzymujemy uktad réwnan liniowych:
2A-2B +6C =0,
3A+4B +2C =0,
4A -5B +13C =0.
Rozwigzujemy ten uktad metodg przeksztatcen elementarnych.
Otrzymujemy ukfad:
2A-2B +6C =0,
B-C=0,
-B+C=0.
lub:
2A-2B +6C =0,
B-C=0,
0=0.
Réwnosé 0 = 0 mozna wytgczy¢ z uktadu.
2A-2B +6C =0,
B-C=0.
Uktad posiada zbidr rozwigzan. Jedno z nich mozna otrzymacg, jesli przyja¢ C = 1. Wtedy B=1, A=
2. To znaczy, ze uktad wektoréw a4, az, az jest liniowo zalezny. Mozna wskaza¢ wartosci niezerowe A, B, C,
przy ktérych odpowiednia kombinacja liniowa jest zerowa:



-2*a; + 1*a, + 1*33 =0.
UWAGA

Po rozwigzaniu zadania otrzymalismy ukfad réwnanh liniowych, ktéry posiada zbiér rozwigzan.
Ogdlne metody rozwigzywania takich uktadéw przedstawiono w rozdziale 1. Jednak w naszym przypadku
trzecie réownanie okazato sie réwnoscig réwnowazng, dlatego rozwigzania szukaliSmy, uzywajac tylko
pierwszych dwdéch réwnan. Wywdd o istnieniu zbioru rozwigzan zrobiliSmy, dlatego ze zmiennej C mozna
przypisywaé dowolne wartosci, a nastepnie obliczaé¢ wartosci innych zmiennych.

Przyktad 2.3

Oznaczymy przestrzen wektorowg W jako populacje wszystkich tréjmiandw o wspoétczynnikach
rzeczywistych
W={p(x)=a**+b*x+c|a,b,ceR}
oraz dziataniami dodawania trojmianéw i mnozeniem tréjmianu przez liczbe rzeczywistg. Rozpatrzymy trzy
wektory:
p1=x2-3*x+2, p2=x2-1, p3=x2—4*x+3.
W zadaniu trzeba okresli¢, czy mozna wyrazi¢ liniowo wektor p; poprzez p4, p2?

Rozwigzanie
Tak jak w poprzednich przyktadach, utozymy szukang rownos¢ o nieokreslonych wspdétczynnikach:
A*pi+ B*p2=p3

Jesli podstawi¢ do tej rownosci wartosci p4, p2, ps i przyja¢, ze wektorem zerowym jest trojmian o
zerowych wspotczynnikach, to otrzymamy uktad rownan liniowych:
A+B =1 [/ przyrownujemy wspotczynniki przy X
-3A=-4 /[ przyrébwnujemy wspotczynniki przy x
2A - B =3 [/ przyrébwnujemy wyrazy wolne
Rozwigzujac ten uktad, otrzymujemy: A = 4/3, B = -1/3.
Zatem, p3 = 4/3*p, — 1/3*p,.

Uwaga

Otrzymany uktad posiada trzy réownania z dwoma zmiennymi. Przy rozwigzaniu wartosci A, B
wynikajg z pierwszych dwoch réwnan, a trzecie réwnanie przeksztaicito sie w rownosc.

Przykitad 2.6
Rozpatrzymy uktad wektoréw arytmetycznej przestrzeni trojwymiarowej:
a;=(1,-3,2), a,=(1,0,-1), az=(1,-4,4).
W zadaniu nalezy okresli¢, czy mozna przedstawic liniowo wektor a; poprzez ay, a,?
Rozwigzanie

Utozymy kombinacje liniowg o nieokreslonych wspétczynnikach:
A*a;+ B*a;=a;
Jesli podstawi sie do tej rownosci wartosci a4, a,, a3 oraz przyjmie, ze wektorem zerowym jest wektor
(0, 0, 0), to otrzymamy uktad réwnan liniowych:

A+B=1
3A=-4
2A-B=4

Rozwigzujgc ten uktad, otrzymamy z dwéch pierwszych réwnan: A = 4/3, B = -1/3. Jednak przy
podstawianiu tych wartosci do trzeciego réwnania otrzymamy réwnos¢ sprzeczng 3 = 4. To oznacza, ze
uktad nie posiada rozwigzan. Dlatego wektora az nie mozna wyrazi¢ liniowo poprzez a4, a,.

2.8 Cwiczenia
1. Udowodni¢, ze uktad wektorow {(1, 2, 3), (2, 3, 4), (3, 4, 5)} tréjwymiarowej przestrzeni arytmetycznej jest
liniowo niezalezny.

2. Niech S = {a4, a,, as} — uktad wektoréw pewnej przestrzeni wektorowej nad ciatem liczb wymiernych.
Udowodni¢, ze S jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy uktad

Si={a, a; +ay a + a, + as}

Jest liniowo niezalezny.



3. Rozpatrzy¢ przestrzen wektorowg W wszystkich tréjmiandw ze wspotczynnikami rzeczywistymi, ktére majag,
pierwiastek x = 1.

W={p(x)=a*x*+b*x+c|a,b,ceR,p(1) =0}
Udowodnic¢, ze dowolny ukfad trzech wektoréw w tej przestrzeni jest liniowo zalezny.

4. Rozpatrzy¢ przestrzen wektorowg ¥ jednorodnych binarnych form dwoch zmiennych o wspoétczynnikach
rzeczywistych:

V={a* +b*xy +c*y*|a,b,c e R}

Udowodnic, ze w tej przestrzeni wektorowej mozna wyrézni¢ uktad skfadajacy sie z trzech wektorow liniowo
niezaleznych. Udowodni¢, ze w tej przestrzeni dowolny uktad czterech wektoréw jest liniowo zalezny.
2.9 Réwnowazne uktady wektorow.

OKRESLENIE 2.4

Mowimy, ze uktad wektorow \a,, a,, ..., an} wyraza sig liniowo poprzez ukfad wektorow {b_l, b_z,..., bm}, jesli
dowolny wektor pierwszego uktadu jest kombinacjg liniowg drugiego ukfadu.

OKRESLENIE 2.5

Dwa uktady wektorow nazywa sie rownowaznymi, jesli kazdy z nich wyraza sie liniowo poprzez drugi.

LEMAT 2.1
Jesli uktad wektorow {al, Ay an} wyraza sie liniowo poprzez uktad wektoréw {b_l, by,..., E} ktory

wyraza sie liniowo poprzez uktad {c_l, Z,..., c,,}, to pierwszy uktad wektoréw wyraza sie liniowo poprzez

trzeci.

Wyprowadzenie lematu 2.1 oznacza, ze reprezentacja liniowa posiada wtasnos¢ przechodnosci.

Dowod

Zgodnie z warunkiem lematu uktad wektorow {al, Ayyenny an}wyraia sie liniowo poprzez uktad

{b_l, b_2,..., bn} .Toznaczy, ze a, = B, b + S, b+..+p, b, ,i=12 ... n (2.3)
Rzeczywiscie, takze E = ;/jlci1 +7j25+ ...+7jra, j=L2,...,m. Dlatego, podstawiajac do (2.3)

zamiast wektoréw b, ich wyrazenia poprzez wektory uktadu {Z, Cyrons c_}, otrzymujemy:

a_i:ﬁil(yllz+ylzz+"‘+7lrz)+
,3,-2(7/21;+7220_2+---+72,~Z)+--

A B (P F Vet oty C) = B
=(Buri + By + ot Bt )+ (BaVia + BV + ot Bl )y +

_ i=L 2 ...,n
"'+(ﬂi17/1r+ i27/2r+"'+ imymr)cr

Otrzymane zaleznosci oznaczajg, ze uklad wektorow {al, Ayyeens an}wyraza sie liniowo poprzez uktad

{cl, Cyyenns cr}.

Lemat zostat udowodniony.

Z lematu 2.1 wynika, ze pojecie réwnowaznosci uktadéw wektorow rowniez posiada wiasno$c
przechodniosci. Z okreslenia réwnowaznosci uktadéw wektoréw wynika bezposrednio, ze pojecie to posiada
réwniez wtasnos¢ zwrotnosci i symetrycznosci.



2.10 Przeksztatcenia elementarne uktadéw wektorow

Niech bedzie dany ukiad wektoréw (A): {av ay,..., an} , n>2.Bedziemy na podstawie uktadu wektoréw

(A) tworzy¢ nowe uktady wektorédw przy pomocy pewnych przeksztatcen, ktére przyjeto nazywac
elementarnymi.

OKRESLENIE 2.6.

Przeksztatceniami elementarnymi uktadu wektorow (A) {an ay,..., an},Gu, nazywa sie

nastepujace dziatania:

1) Przestawienie wektorow a«,, a,,..., a, (zmiana numeracji wektoréw). Przy pomocy

przeksztatcenia 1 uktad wektorow {al, ay,..., an} przeksztatca sie w ukfad {171, by,..., bn},
gdzie Fl = aj. ,j—1,2,...,n (jeden z numerdw, nie obowigzkowo rowny i).

2) Mnozenie wektora ;i przez skalar A €F,A#0. Przy pomocy przeksztatcenia 2 uktad
wektorow (A) przeksztatca sie w ukfad {aT, /1@, a, cees a} (wektor aj €4 pomnozono

przez skalar A).
3) Mnozenie wektora a; przez liczbe A, dodanie otrzymanego wektora do wektora a, ,J#1,

oraz zamiana wektora aj na sume wektorow. Przy pomocy przeksztatcenia 3 uktad wektorow
(A) przeksztatca sie w ukfad {a, a,, a, + Aa,, ..., Z} (wektor @, €A pomnozono przez
A , dodano otrzymany wektor do wektora @, izamieniono wektor @, nasume a, + Aa, ).

LEMAT 2.2.

Jesli uklad wektoréw (B): {b_1 b,,..., b_} otrzymano z ukfadu (A): {al, Ayseen an} , przy pomocy
dowolnego przeksztatcenia elementarnego, to te uktady wektoréw sg rownowazne.
Dowod

W przypadku przeksztatcenia elementarnego 1 dowdd lematu jest oczywisty.

Jezeli uktad (B) otrzymano z ukfadu (A) przy pomocy przeksztatcenia 2, to bj = Aa, , dla pewnego
j.  A#0. Dia i#zj b =0a +0a,+...+la,+...+0a,; jezeli i=j, to
b, =0a, +0a,+...+A a,+...+0a, .

W taki sposéb, uktad (B) wyraza sie liniowo poprzez uktad (A). | odwrotnie, dla i # j, aj = IE; jesli
i=j,to aj. = /1_1177 (A #0). Rzeczywiscie, uktad (A) rowniez wyraza sie liniowo poprzez (B) i to oznacza,
ze ukfady sg rownowazne.

Niech teraz uktad (B) otrzymano z (A) przy pomocy przeksztatcenia 3 (na przyktad: a, = b, , i #1;
Ezai+ﬂajj¢l). Oczywiscie, ze uktad (B) wyraza sie liniowo poprzez ukfad (A). Odwrotnie, jak dla
i#1, a,=b ,to a, =b — Aa; =b — Ab; . Stad wynika, ze uklad (A) wyraza sie liniowo poprzez (B) i w
tym przypadku ukfady wektoréw sg rownowazne.

LEMAT 2.3.

Jesli uktad wektorow (A): {al, Ayyenns an} jest liniowo niezalezny, a uktad wektoréow (B): {171, E,..., b_n}

otrzymano z uktadu (A) w wyniku jednego z przeksztatceh elementarnych 1-3, to ukfad wektoréw (B) rowniez
jest liniowo niezalezny.

Dowod

W przypadku przeksztatcenia 1 dowdd jest oczywisty.



Niech (B) otrzymano z (A) przy pomocy przeksztatcenia 2. Zatéozmy, ze szlaj, A#0.

Udowodnimy zerowag kombinacje wektorow uktadu (B): ﬂﬁ+,ﬁ£+...+ﬁ@+...+ﬂ@:6. Gdy

;i:bi NENS bjziaﬁ,to:

pa,+ pra, +..+(f,A)a, +..+ f,a,=0.

Z liniowej niezaleznosci uktadu (A) wynika, ze [ =/ :...:,Hjﬂ:...z,@:@. Gdy 4#0, to
B, =0 dlawszystkich i=1, 2, ..., n, uktad (B) jest liniowo niezalezny.

Niech uktad (B) otrzymano z uktadu (A) przy pomocy przeksztatcenia 3; bjza?+ ﬂai, i#].
Ponownie rozpatrzymy zerowa kombinacje liniowg wektoréw ukfadu (B):

Bb + Bb+.+B b +. . +Bb,=0.

Dokonujac podstawienia E =267j, %], ( - cT) otrzymamy:
pia,+ fray +..+ f(a,+Aa)+...+ f,a,=0 b Biai+pfar+...+(B,+Af)ai+..+ f,a,=0.2Z
liniowej niezaleznos$ci uktadu (A) otrzymujemy, ze

B=p=.=B+AB,=.=p=...=5,=0.
W ten sposob wszystkie f,, s# i, a w szczegdlnosci S, =0.Gdy S, + 48, =0,t0 f =0. Zatem

uktad (B) jest liniowo niezalezny.
Lemat udowodniono.

LEMAT 2.4. (Steinitz’a)

Jesli uktad wektorow (A), {al, Ayyenes a,.} jest liniowo niezalezny i wyraza sie liniowo poprzez uktad

wektoréw (B), {E, E,_,,, bT} ,tor<s.

Dowod

Dowdd przeprowadzimy indukcyjnie zgodnie z liczbg elementéw w uktadzie (A).

Jesdli i=1, to lemat jest oczywisty, poniewaz uktad wektorow (B) nie moze by¢ pusty (aj;tO).
Przypus$émy, ze lemat zostat udowodniony dla i = m i udowodnimy go dla i = m + 1. Gdy uktad (A) wyraza
sie liniowo poprzez ukfad (B), to a_l. = ailb_1+aizz+...+a b, i=12, .., m+l.

Na skutek niezaleznosci liniowej wektorow uktadu (A), & #0 oraz przynajmniej jednego ze
wspoétczynnikow a,; # 0. Bez ograniczenia mozna uwazaé, ze «,, # 0. Rozpatrzmy uktad wektoréw (C),

{cl, Cyy Cyy ny cr}, gdzie ¢, =a, , cjzaij + (—ajlafll)aT, Jj>1. W ten sposéb, uktad (C) wyraza sie

liniowo poprzez ukfad (B): a:allb71+al2g+...+alsbi, cij=7j15+;/jzg+...+]/jsbi, j>1, gdzie
yi=a,—auean, i=1 2 s

. . -1
Otrzymujemy z tego, ze V=0, —a,00, =,

2 —a; =0.Toznaczy, ze

o =ayb +a,b+.+ay b, ¢, =y, b+ 4y, b, j>1(24)

Rozpatrzmy ciag uktadow wektorow: (A)=(C1),(Cy), ooir(Cs1), (C)=(Cy),

(Ct)={cp Cza“‘a Ctsam_p""as}a t:L 27 sy s—1.

Oczywiscie, uktad wektoréw (C;) otrzymano z uktadu (Cy4) poprzez zamiane wektora ‘7: na wektor

¢ =a,— atlalllal =a, - atlalllcl :

To znaczy, uktad wektoréw (C;) otrzymano z uktadu wektoréw (C.4) przy pomocy przeksztatcenia
elementarnego 3. Wskutek lematu 2.3 ukfad wektoréw (C.) jest liniowo niezalezny, poniewaz uktad (C4)=(A)
jest liniowo niezalezny zgodnie z warunkiem lematu. Analogicznie, stosujgc lemat 1.3, wykazemy kolejno
niezaleznos$¢ liniowg wektorow (Cj), (C3), ...,(Cs.1), (Cs)=(C).



Uktad (D), { Cyy Cyy vens Cr} , jako poduktad liniowo niezaleznego uktadu wektoréow, sam bedzie liniowo

niezalezny (wt. 2 uktadéw liniowo niezaleznych). Z drugiej strony, uktad (D) wyraza sie liniowo poprzez ukfad
(F), { E, L;_3, ey [T} , ktéry zawiera (s-1) wektorow. Gdy ukiad (D) zawiera (r-1) wektor oraz jest liniowo

niezalezny, to zgodnie z zatozeniem indukgji (r-1) < (s-1), to znaczy r <. Lemat udowodniono.



Rozdziat 3. Baza i wymiar przestrzeni wektorowej
3.1 Rzad uktadu wektoréw

Jednym z podstawowych poje¢ teorii przestrzeni wektorowych jest pojecie maksymalnego liniowo
niezaleznego poduktadu ukfadu wektorow.

OKRESLENIE 3.1

Niech dany jest skonczony i nieskonczony podzbiér wektorow S V', gdzie V — przestrzen
wektorowa nad ciatem F. Skonczony zbiér 4 = {a_l, Z,..., Z} , Ac S, nazywa sie maksymalnym liniowo
niezaleznym poduktadem na zbiorze S, jesli spetnione sg nastepujace warunki:

1) Ukfad wektoréw (A) jest liniowo niezalezny;
2) Jesli do uktadu (A) doda¢ dowolny wektor b € S, to uktad {a_l, Z,..., a_r, l;} bedzie liniowo zalezny.

LEMAT 3.1

Jezeli A — maksymalny liniowo niezalezny podukfad na zbiorze wektorow S, to dowolny wektor beS
mozna w jedyny sposob przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektorow ukfadu (A),

A= {al, a,,..., ar}.

Dowaod:

Zgodnie z okredleniem maksymalnego liniowo niezaleznego poduktadu, uktad wektoréw

{al, yyens a,.,b} jest liniowo zalezny. To oznacza, ze

a,a, +a,a,+..+a,a, + fb=0 (3.1)
przy czym, przynajmniej jeden ze wspdiczynnikow «,, &, ,...,a,, B nie rdwna si¢ zeru. Udowodnimy, ze
w tym przypadku S #0. Jesli tak nie jest, to B=0, wtedy «,a, + a,a,+...+a,a, =0 i z
niezaleznosci liniowej uktadu (A) wynika, ze o =, =...=a, =0. Gdy S =0, to wszystkie wspotczynniki
kombinacji liniowej w wyrazeniu (3.1) sg rowne zeru, a to przeczy zatozeniu. Zatem £ # 0, wtedy z réwnosci
(3.1) otrzymamy:

Bb=—-a,a, —a,a,—...—~a,a,, lub

b=(-a,f )a +(-a,f Na, +..+(—a, B a, , b=ya +y,a,+..+y,a,
(3.2),
gdzie ¥, = —a, 8.

Pierwsza cze$¢ twierdzenia zostata udowodniona. W celu udowodnienia zasady zgodnosci
wyrazenia (3.2) nalezy ustali¢, czy jezeli w uktadzie wspotczynnikow y,,7,,...,¥, przynajmniej dla
jednego A, #y,, to b# Aa + Aa,+...+A a, . Zatem niech na przyktad: A #y,, ale
b= Aa, + Aa,+...+ A a, . Wtedy

0=b+(-b) =18, +7,a, +..+7,a,+(~Aha—ba,—..— },a,)) =

h =48 +(7, = A)ay +..+ (7, = 2,)a,
przy czym y, — A #0. To niemozliwe, gdy uktad wektoréow {a_l, a_Z,..., a_,} jest liniowo niezalezny.
Otrzymana sprzecznos¢ wykazuje zgodnosc wyrazenia (3.2). Lemat zostat w peini udowodniony.
Whiosek 3.1

Jesli S — dowolny zbiér wektorow w przestrzeni ¥ nad ciatem F i A — jego maksymalny liniowo niezalezny
poduktad, to dowolny podzbior 7' — S wyraza sie liniowo poprzez ukfad A.

Whiosek 3.2

Jesli A i B — dwa maksymalne liniowo niezalezne podukiady wektoréw na zbiorze S, to ilos¢ wektorow
uktadu A réwna jest ilosci wektoréw uktadu B.



Dowdd:

Oznaczymy przez m i n ilos¢ wektoréw odpowiednio w uktadach A i B. Na skutek wniosku 3.1, uktad
wektorow A wyraza sie liniowo poprzez uktad wektoréw B. Gdy A — ukfad niezalezny liniowo, to zgodnie z
lematem Steinitz’a, m < n. Zamieniwszy w tym wniosku miejscami uktady A i B, otrzymamy, ze n<m .
Wiec, m = n. W ten sposob, ilos¢ wektoréw w dowolnym maksymalnie liniowo niezaleznym podukfadzie ze
zbioru S jest jedna i ta sama. To potwierdza okreslenia, ktére przytoczono ponize;j.

OKRESLENIE 3.2.

Przestrzen wektorowa V7 nad cialem F nazywa sie n-wymiarowg skonczong, jesli istnieje w niej
maksymalny poduktad liniowo niezalezny.

W dalszej czesci, wszystkie rozpatrywane przestrzenie wektorowe bedg uwazane za skonczone n-
wymiarowe. Z lematéw 2.4 oraz 3.1 wynika, ze dowolny podukfad wektorow skonczonej n-wymiarowej
przestrzeni wektorowej posiada maksymalny liniowo niezalezny poduktad.

OKRESLENIE 3.3.

Rzedem zbioru S nazywa sie liczbe wektoréw w dowolnym maksymalnym liniowo niezaleznym
podukfadzie ze zbioru S.
3.2 Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

OKRESLENIE 3.4.

Baza skohczonej n-wymiarowej przestrzeni wektorowej 7 nazywa sie dowolny maksymalny liniowo
niezalezny poduktad w przestrzeni V.

OKRESLENIE 3.5.

Wymiarem skoriczonej n-wymiarowej przestrzeni wektorowej V' nazywa sie liczbe wektorow w
dowolnej bazie tej przestrzeni (to znaczy rzad zbioru wektoréw 7).

Wymiar przestrzeni wektorowej V bedziemy oznaczac przez dim V, a rzad uktadu wektoréw S —
przez r(S).

LEMAT 3.2.

Jesdli uktad wektoréw S, liniowo wyraza si¢ poprzez uktad wektoréw a,, to rzad uktadu @; nie przewyzsza

rzedu a; .
Dowod:

Oznaczymy przez A; i A, maksymalne liniowo niezalezne poduktady w uktadach S, i S, . Poniewaz

uktad §, wyraza sie poprzez S, , to na skutek lematu 1.1, S, liniowo wyraza sie przez A,. Gdy 4, < S|,
to liniowo niezalezny uktad wektoréw A, wyraza sie liniowo poprzez uktad A,. Na skutek lematu Steinitz’a,
ilos¢ wektorow w uktadzie A; (rzad uktadu §,) nie przewyzsza ilosci wektoréw w uktadzie A, (rzad uktadu

S, ). W taki sposob, rzad uktadu S, nie jest wyzszy od rzedu uktadu S, .
Whiosek 3.3.

Rzedy uktadéw wektoréw réwnowaznych sg rowne.

W zwigzku z pojeciem maksymalnego liniowo niezaleznego podukitadu wektoréw powstaje pytanie o
praktycznym poszukiwaniu takiego poduktadu dla danego zbioru wektoréw. W rozstrzygnieciu tego pytania
moze by¢ pomocny nastepujacy lemat:

LEMAT 3.3.

Jesli 4= {Z ay, dy oo Z} — liniowo niezalezny poduktad wektorow w zbiorze S, to istnieje
maksymalnie liniowo niezalezny poduktad B wektoréw z S, ktéry zawiera w sobie A.
Dowdéda:

Oznaczymy przez r rzad zbioru wektoréw S i niech C — dowolny maksymalnie liniowo niezalezny
podukiad z S. Jesli A — uktad liniowo niezalezny, ktéry wyraza sie liniowo poprzez uktad C, to m < r. Jesli
m =r, to uktad wektoréw A — maksymalny poduktad liniowo niezalezny w S, inaczej w S istniatby liniowo
niezalezny uktad, ktory zawieratby m+1=r+1 wektor, co jest niemozliwe (wniosek 3.2). W takim razie



dopuscimy B = A, i lemat jest udowodniony. Jezeli m < r, to uktad A, na skutek wniosku 3.2 nie moze byé
maksymalnym liniowo niezaleznym poduktadem. Dlatego istnieje w S liniowo niezalezny poduktad 4, D 4,
przy czym ilos¢ wektoréw w ukfadzie A, wynosi m+1. Jedli m+1 =r, to A — maksymalny liniowo niezalezny
poduktad, B = A4, D A, i twierdzenie lematu zostalo udowodnione. Sadzac w ten sposéb, otrzymamy
szereg liniowo niezaleznych poduktadéw 4 = 4, — 4, <...c 4, , przy czym liczba wektoréw w ukfadzie A;
wynosi m+i. Dla k =r—m otrzymamy maksymalny liniowo niezalezny podukfad. Zaktadajac, ze
B=4 otrzymamy dowdd lematu.

r—=m?

Whiosek 3.4.

Dowolny liniowo niezalezny uktad wektoréw w skonczonej n-wymiarowej przestrzeni wektorowej moze by¢
dodany do bazy catej przestrzeni.
Dalej bedzie wymagany jeszcze jeden lemat.

LEMAT 3.4.

n

Niech S = {a_l, a,,..., Z}i T = %,.b,,. b_} — dwa skonczone uktady wektoréw, ktére zawierajg

jednakowsg liczbe wektorow. Jezeli z dowolnej zaleznosci 2/11.211- =0 wynika zaleznosé Z/LE =0, to

i=1 i=1

nT)<r(S).
Dowdd:

Przypusémy, ze rzad uktadu wektorow T wynosi k, k£ < n, oraz {Es(l),Es(z),...,Es(k)} - maksymalny
liniowo niezalezny podukiad uktadu T; tutaj S — odwzorowanie zbioru {1,2,..., k} na zbior {1,2, e, n} ,

k < n. Wykazemy, ze S| = {Es(l),gsﬂ),...,gs(k)} jest takze liniowo niezaleznym uktadem wektoréw. W
tym celu trzeba przyréwnaé¢ do zera wszystkie wspotczynniki w dowolnej zerowej kombinacji liniowej
wektoréw uktadu S, .

k n
Niech Y a0 =0. Wedy D> A,a;=0, gdzie A, =y, jes j=s(i), A, =0, jesl
i=1 j=1
n - - k - -
j # s(i) dla zadnego i=1, 2, ..., k. Zgodnie z warunkiem lematu Z/Ijbj =0, to znaczy Zﬂs(i)bs(ﬂ =0.
j=1 i=1

Stad wynika, ze 4, =0,i=1, 2, ..., k, poniewaz {Bs(l),Z)S(z),...,bS(;{)} — uktad wektoréw liniowo niezalezny.

Zatem, S, jest liniowo niezalezny, S, < S . W taki sposéb, (T)=k=nS,) <AS). Co nalezato udowodnic.

OKRESLENIE 3.6.

Niech {a_l, Z, s Z}— baza przestrzeni wektorowej wymiaru n nad ciatem F. Wspétrzednymi
wektora b €V w bazie {a_l, a,, ..., a_n} nazywa si¢ ukltad elementéw £, f,,..., 3, z ciata F takich, Zze
b= b + B b+.+Bb,.

Zgodnie z lematem 3.1, wspotrzedne wektora b w bazie {a_l, Z, s Z} sgq jednoznacznie

okreslone i odwrotnie: wektor b jest okreslony, jezeli dane sg jego wspotrzedne w jakiejs$ bazie.

Jesli wektor b posiada wspotrzedne B, B,-.., B,w danej bazie, to b bedziemy zapisywa¢ w
postaci b = (B, By»-.., 3,) -
LEMAT 3.5.
Wspoirzedne sumy (réznicy) dwéch wektorow ; i E sg réwne sumom (ré6znicom) odpowiednich

wspotrzednych tych wektorow; wspétrzedne iloczynu wektora a przez skalar A sg rowne iloczynowi
odpowiednich wspotrzednych wektora a przez skalar A.



Innymi stowy, jesli a = (a,, &, ,...,a,), b=(B.B,.... ). to atb=(a, .0, £ B,....,a, ),
Agz(ﬂal,laz,...,ian).

Dowod:
Udowodnimy, na przyktad, ze atb=(a,*fB,0, £ B,...,a, £ ) Gdy
a=(c,0,nt,), b= (B, Brre-r ), 1O

a=aqa,+a,a,+..+a,a, ; datego:

a+b= (ala_1+ azz+ ...+an2)+ (ﬂla_l+ ﬂZZ+...+ ,6’"2)
= (a + B)ay + (@, + fa, + .t (a, + B,)a,
Stad otrzymujemy, ze a+b=(a, + R, 0, + B,...,a, + f5,).
Tutaj @, = a, b, + a, b, +...+a, b, -baza przestrzeni V.
Inne zalezno$ci sg do udowodnienia w podobny sposob.
PRZYKtAD 3.1.

Niech F — dowolne ciato i n — pewna liczba naturalna. Rozpatrzymy iloczyn kartezjanski
F'=FxFx..xF, w ktorym jest n czynnikow. Elementami zbioru F"sg zbiory n skalarow ciata F; jesli
acF" toa=(a,a,,..,a,). W zbiorze F" okreslimy strukture przestrzeni wektorowej nad ciatem F,
W ten sposob, jesli a = (&, a,,...,a,), b=(4,5,...,5,), to zatozymy:

a+b=(a,+fB,0,+pB,...,a, +B), Aa=(Aa,,Aa,,...., a,) .

Element a + b nazywamy suma elementéw a i b, a Aa -iloczynem skalara A i elementu a.
Poprzez sprawdzenie bezposrednie mozna sie przekonac, ze okre$lone w taki sposéb dziatania

dodawania i mnozenia przez skalar spetniajg wszystkie aksjomaty przestrzeni wektorowej. Tak wiec, F'" -
przestrzen wektorowa nad ciatem F.

tatwo sie réwniez przekona¢, ze zbior {51 L €2 ey € } gdzie e =(1,0,0,...,0),
e2=(0,1,0,...,0), ..., e =(0,0,0,...,1), jest baza przestrzeni F'". Tak wiec, F"- przestrzen posiada
wymiar n. Je$li a = (a,,d,,..,a,), to a=ae+a,er+...+a,e,. To znaczy, a,,a,,...,q,-

wspoirzedne wektora a w danej bazie.
3.3 Odwzorowania izomorficzne przestrzeni wektorowych

Niech V' — przestrzeh wektorowa n-wymiarowa na pewnym ciele F i {Z, Z,m, Z}— jej baza.

Oznaczymy odwzorowanie ¢ przestrzeni V' w F" zgodnie z nastepujacg zasada: dla beV zatozymy

o(B) = (B, L., B) €F"; B, Pys..., B, - wspoirzedne wektora b w bazie {al, Ayyoons an} :

Z lematu 3.5 wynika, ze @(b+c) = p(b) + ¢(c), (Ab) = A (b) . Oprécz tego, oczywiste jest,
ze odwzorowanie ¢ jest bijekcyjne.
OKRESLENIE 3.7.

Dwie przestrzenie wektorowe U i ¥ na tym samym ciele F nazywa sie izomorficznymi, jesli istnieje
odwzorowanie bijekcyjne ¢ przestrzeni U w przestrzen V, ktdre spetnia warunki:

1) @(a+ b) = p(a) + p(b) dia dowolnych wektoréw a €U , b U,

2) p(Aa) = A¢p(a) dia dowolnego a €U idowolnego A € F .

Odwzorowanie ¢ nazywa si¢ izomorfizmem.
3.4 Wtasciwosci odwzorowania izomorficznego.

1) (p(()) =0 (tutaj jednakowym symbolem 0 oznaczone sq: zerowy wektor przestrzeni U i zerowy wektor

przestrzeni 7). Rzeczywiscie ¢(0) = p(0a) = 0p(a) = 0, tutaj a — dowolny wektor z przestrzeni U.



2) o(aa+ fb) = ap(a)+ fp(b). Z warunku 1 okreslenia przestrzeni izomorficznych wynika, ze
o(aa+ fb) = ap(a) + Pp(b) ; z warunku 2 @(aa) = ap(a) i e(fb) = Bp(b), stad otrzymujemy
wymagang wtasnosg¢.

3) p(aya, + aya,+..+a,a,) = ayp(a) + o,p(a)+..+a,0(a,) Ta wiasciwosé jest fatwa do
wyprowadzenia metoda indukcji matematycznej z wkasciwosci 2.

4) Uktad wektoréw {(P(al),cﬁ( Z) (P(Z)} przestrzeni wektorowej V jest liniowo niezalezny wtedy i

tylko wtedy, gdy jest liniowo niezalezny uktad wektorow {Z, a,..., a_} w przestrzeni U.
Dowéd
Zatézmy na poczatku, ze uktad {f/’(al)’(/’( Z),m, ‘P(Z)} jest liniowo niezalezny. Musimy udowodnié¢, ze
ukfad wektorow {a_l, Z,..., Z} jest rowniez liniowo niezalezny.

Zatozmy odwrotnos¢. Wtedy istnieje uktad skalarow «;,q,,...,o,, z ktorych przynajmniej jeden nie jest
rowny zero taki, ze aqa, + a,a,+...+a,a, =0. Wtedy ¢(aqa, + o, a,+...+a,a,) = ¢(0) .
Stosujac whasnosci 1 i 3 odwzorowan izomorficznych, otrzymujemy: o, @(a,) + a,(a,)+...+a,p(a,) =0,
co przeczy liniowej niezaleznosci uktadu {M)#’( Z),“_, (P(Z)}' Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi
pierwszej czesci twierdzenia.

Niech teraz dany jest ukiad wektorow {Z a,,..., a_} liniowo niezalezny. Zatézmy, ze uktad

wektorow {(,,(a]),(p( a)..., g0(2)} jest liniowo niezalezny. Wtedy o, ¢(a,) + o, (a,)+...+a,o(a,) =0,

przy czym nie wszystkie a, = 0.
Zgodnie z wiasnoscig 3 odwzorowan izomorficznych lewa czesé ostatniej rownosci wynosi
o(aa, +o,a,+..+a,a,), a prawa czesc¢ ¢(0). Na skutek bijekcji odwzorowania ¢,

aaq +a,a,+. . ta a,=0, co jest niemozliwe, gdyz zgodnie z warunkiem uktad wektorow

n-—n

{Z a,,..., a_} jest liniowo niezalezny.
Wiasciwos¢ 4 zostata w petni udowodniona.
TWIERDZENIE 3.1.

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym do tego, aby dwie przestrzenie wektorowe U i ¥ na tym samym
ciele F byty izomorficzne, jest to, by wymiary przestrzeni Ui V byly jednakowe.

Dowdd:
Warunek konieczny.

Zatbézmy, ze przestrzenie U i V sg izomorficzne oraz ¢ jest odwzorowaniem izomorficznym U na V.
Jesli {Z e, e_} — baza przestrzeni U, to uktad wektoréw {(,,(al),(o( a))ss ¢(Z)} w przestrzeni V

n

jest liniowo niezalezny na skutek wtasnosci 4. Zatozmy, ze ten ukitad nie jest bazg przestrzeni V. Wtedy w
przestrzeni V istnieje wektor y, taki, ze uktad wektorow {(pa),(o( Z)’“_, (/’(z)} jest liniowo niezalezny.
Na skutek suriekcji odwzorowania ¢, ;=¢(21), dla pewnego wektora a €U. W ten sposob, ukiad

wektorow {goa),go( Z),..., go(a)} jest liniowo niezalezny. Zgodnie z warunkiem 4, uktad

{el, €)5unns en,a} jest rowniez liniowo niezalezny. Jest to niemozliwe, bowiem {el, €)5enns en} jest bazg
przestrzeni U. W ten sposob, ukiad wektoréw {w@)ﬁ( €)ss ([,(Z)} — maksymalny liniowo niezalezny

uktad wektorow przestrzeni V, to znaczy jej baza. Dlatego wymiary przestrzeni U i V sg jednakowe (obie
wynosza n).

Warunek wystarczajacy.



Zatézmy, ze wymiary przestrzeni U i V sg jednakowe. Niech {Z €ysins Z}— pewna baza
przestrzeni U, a {71 FA T}— pewna baza przestrzeni V. Jesli X - dowolny wektor przestrzeni U, to

x =y, +y,e+.+y,e . Nech ox)=y f +7, fr+.+y, f., f€V. Tym samym okreslono
odwzorowanie ¢ przestrzeni U w przestrzeni V. To znaczy, ze odwzorowanie ¢ przeksztatca wektor

PEREEE)

x €U, o wspotrzednych (7/1,72,...,7/,,) w bazie {Z e, e_} w wektor y przestrzeni ¥ o tych samych

wspotrzednych w bazie {Tl A f_} Z tej uwagi i z lematu 2.5 wynika, ze @(a+ b) = p(a) + ¢(b),

@(Aa) = Ap(a) dla dowolnych wektorow a €U, b el i dowolnego A €F . Jesli ¢(a)= p(b), to
odpowiednie wspétrzedne wektorow (0(21) i (0(5) pokrywajg sie. To oznacza, ze odpowiednie wspotrzedne

wektoréow a i b takze sgq réwne i a=b. W ten sposob, odwzorowanie ¢@ jest iniekcjg. Jesli ; jest

/)10y =0lx),

gdzie x - wektor o wspbirzednych (21,22,...,/1,,) w bazie {e_l, ..., a} Zatem, odwzorowanie @ -

dowolnym wektorem przestrzeni ¥ o wspotrzednych (/11,/12,...,/1,1) w bazie {71, 72,...,

surjekcja. Biorac pod uwage powyzsze, otrzymamy, ze ¢ jest odwzorowaniem izomorficznym przestrzeni U

na przestrzeh V.
Twierdzenie zostato w petni udowodnione.

Z tego twierdzenia tatwo wywies¢, ze relacja izomorfizmu przestrzeni wektorowych jest zwrotna,
symetryczna i przechodnia, to znaczy jest relacjg réwnowazna.

Z przyktadu, rozpatrywanego na poczatku tego paragrafu, wynika, ze przestrzeh wektorowa V o
wymiarze n nad ciatem F jest izomorficznaF'". Je$li F=R, R — ciato liczb rzeczywistych, to przestrzen

wektorowa R" nazywa sie n-wymiarowg arytmetyczng przestrzenig wektorowa. W taki sposéb, dowolna n-
wymiarowa przestrzen wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych R jest izomorfizmem arytmetycznej
przestrzeni n-wymiarowe;j.

Jesli odejdzie sie od konkretnej natury wektoréw, z ktérych sktada sie przestrzeh wektorowa V, a
wzig¢ pod uwage tylko te ich wiasciwosci, ktére sg zwigzane z dziataniami dodawania wektorow i mnozenia
wektorow przez skalar, to izomorficzne przestrzenie wektorowe nie roznig sie. Dlatego mozna powiedziec,
ze z doktadnoscig do znakéw, izomorficzne przestrzenie wektorowe pokrywaja sie.

Uwaga

Jesli ciato F jest ciatem reszty pierscienia modutu liczb catkowitych P(F =Z p), to przestrzeh
wektorowa F" zawiera P" elementéw. Poniewaz dowolna n-wymiarowa przestrzen wektorowa U nad
ciatem Zp jest izomorficzna do przestrzeni Z;’, a odwzorowanie izomorficzne @ przestrzeni U na Z; jest
bijekcyjne, to przestrzen U zawiera p" elementéw. Zatem, n-wymiarowa przestrzen wektorowa nad ciatem
Zp jest skonczona i sktada sie z n elementow.
3.5 Podprzestrzenie
OKRESLENIE 3.8.

Niepusty zbior W przestrzeni wektorowej V' nad ciatem F nazywa sie podprzestrzenig przestrzeni V,
jesli W jest przestrzenig wektorowg nad polem F wzgledem dziatarh dodawania wektoréw i mnozenia wektora
przez skalar, okreslonych w przestrzeni W.

TWIERDZENIE 3.2.

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym do tego, aby niepusty podzbiér W przestrzeni wektorowej 7 nad
ciatem F byt podprzestrzenig przestrzeni V jest to, by dla dowolnych wektorow a e W , b eW i dowolnego
skalaru A € F wektory a+b i Aa nalezaty do W.

Dowad:

Warunek konieczny.



Jesli W — podprzestrzen przestrzeni V, to W razem z dowolnymi dwoma wektorami aib powinna

zawieraé takze wektor a+b. W rzeczy samej W, zgodnie z okresleniem, jest przestrzenig wektorowag nad
polem F, przy czym suma wektorow w przestrzeni W pokrywa sie z ich sumg w przestrzeni V. Zatem,

a+beW i Aa eW diadowolnego a €W i A € F.Warunek konieczny zostat dowiedziony.

Warunek wystarczajacy.

Niech dla dowolnych wektorow a €W , beW i dowolnego skalara A € F wektory a+b i Ada
nalezg do W. To znaczy, ze w zbiorze W sg okreslone dziatania dodawania wektoréw i mnozenia wektoréow
przez skalary ciata F. Wtasciwosci 1-8 tych dziatah z okreslenia przestrzeni wektorowej sg spetnione, gdyz
sg spetnione w catym zbiorze V, ktérego czescig jest W. Twierdzenie zostato w petni udowodnione.

OKRESLENIE 3.9.
Niech V' — przestrzen wektorowa nad ciatem F i {Z a,..., a_} - skonczony uktad wektorow z

przestrzeni V. Powioka liniowa uktadu wektoréw {Z a,,..., a_} nazywa sie zbiér wszystkich mozliwych

kombinaciji liniowych wektoréw tego uktadu.

Liniowg powtoke wektorow {a_], Z,..., an} bedziemy oznacza¢ symbolem

L(a,, a,,..., a,) ={a,a, +a,a,+...+a,a,,0; €F,i=12.. . n}

LEMAT 3.6

Powtoka liniowa uktadu wektorow {a_l, a,,..., Z} a, eW , pokrywa sie z powloka liniowa
maksymalnego liniowo niezaleznego poduktadu {b_l, E,..., IZ} tego uktadu.
Dowdd:

Oczywiscie L(b,, b,,..., E) c L(a_l, Z,..., Z) , dlatego ze {b_p b,,..., Z} c {al, Ayseoe Z} .z

drugiej strony, dowolny wektor x € L(a,, a,,..., a,) jest kombinacja liniowa wektorow a,, a,,..., a, , a

n?

kazdy wektor a_i, i=12,...,n, jest kombinacjg liniowa wektoréw b,, b,,..., E (lemat 3.1). Na skutek

lematu 3.1, x jest kombinacjg liniowa b,, b,,..., b, , 0 znaczy x eL(b_l, b_z,..., b_k)

W ten spos6b L(b,, b,,..., b,) > L(a,, a,,..., a,). Biorac pod uwage wiaczenie odwrotne
otrzymujemy, Ze:

L(b_l, b_z""a Z) :L(“_la Z"“z Z)

Lemat zostat udowodniony.
TWIERDZENIE 3.3

Powtoka liniowa uktadu wektoréw {al, ays... an} przestrzeni wektorowej ¥V nad ciatem F jest
podprzestrzenig przestrzeni V.

Dowad:

Niech W = L(a_l, Z Z) X ew, )7 €W - dowolne wektory z Wi A - dowolny skalar ciata F.

Wéwczas x = Zaia_i, ;:Zﬂig; dlatego x+ y = Z(ai +ﬂi)a_i eW i Ax= Z/Iia_i €W . Na skutek
i=1 i=l i=1 i=1

twierdzenia 2.2, W = L(a_l, Z,... a) jest podprzestrzenig przestrzeni V.

>

Okazuje sie, ze dowolna podprzestrzen przestrzeni wektorowej ¥ moze by¢ przedstawiona jako
powtoka liniowa pewnego uktadu wektorow przestrzeni V. Istotnie, niech W — podprzestrzen przestrzeni Vi

{a, ersns Z}-jej baza. Wtedy jest oczywiste, ze W = L(e,, e,,..., €,)-

Zauwazmy jeszcze, ze wymiar podprzestrzeni W przestrzeni wektorowej V' nie przewyzsza wymiaru
V. Wynika to z lematu 2.4.



LEMAT 3.7
Jesli Ui W — podprzestrzenie przestrzeni wektorowej V, U — W , oraz dimU =dim W , to U=W.

Dowaod:

Jezeli {61, €y5uney e,l}— baza przestrzeni U, to na skutek réwnosci wymiaru podprzestrzeni Ui V,

dany uktad wektorow jest baza przestrzeni . Dlatego W = L(e_l, e_z,..., a) =U, co nalezato udowodnic.

ZADANIE 3.2

Wykorzystujac otrzymane wyniki, obliczymy liczbe wszystkich mozliwych baz w przestrzeni V' n-
wymiarowej nad ciatem Zp. N skutek wniosku z lematu 3.5, kazdy liniowo niezalezny uktad wektorow

przestrzeni  mozna doda¢ do bazy catej przestrzeni V. Dlatego dowolng baze w przestrzeni V' bedziemy
tworzy¢ w nastepujacy sposéb: najpierw bierzemy dowolny uktad liniowo niezalezny, ktéry sktada sie z

jednego wektora {a} . Nastepnie znajdujemy dowolny liniowo niezalezny uktad, ktéry zawiera dwa wektory,

z ktorych jeden wynosi ai: {a, g} . Nastepnie tworzymy dowolny uktad liniowo niezalezny {al,az,a3} ,
ktory sktada sie z trzech wektoréw i zawiera poprzedni uktad {a, Z} itd.

Wektorem aT moze by¢ dowolny niezerowy wektor przestrzeni V. Poniewaz przestrzen V' zawiera
p" elementow, to wektor cZ mozna wybra¢ na p" —1 sposobow. Zgodnie z wtasciwoscig 2 zaleznosci
liniowej, uktad {E, Z} jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy aj %L(;l), to znaczy
Ze V —L(a,). Zbiér V —L(a,) zawiera p" — p elementow (jednowymiarowa podprzestrzen L(a,)
sktada sie z p elementow). W ten sposdb, do wyboru uktadu {E, Z} mamy (p" —1)(p" — p) mozliwosci.

Udowodnimy przy pomocy indukcji wedtug k, ze liczba wszystkich mozliwych liniowo niezaleznych uktadéw
{Z P Z} wynosi (p* =D(p" = p)(p* = p*)...(p" = p*™"). Jezeli jest to prawda, to w liniowo

niezaleznym uktadzie {Z, Aysens ak’akH} wektorem a,,, moze by¢ dowolny wektor ze zbioru

V—L(g,, Z,..,, a_k). Ostatni  zbior zawiera p' —pk elementow. Zatem, uktad liniowo niezalezny

{Z, e a, m} mozna wybraé na (p" —=1)(p" = p)(p" — p°)...(p" — p") sposobow. Dlatego do wyboru

bazy {E a0 a_} przestrzeni ¥ istnieje (p" —1)(p" — p)(p" — p°)...(p" — p"') mozliwosci. W
trakcie tworzenia otrzymano rézne uporzadkowane bazy przestrzeni V. Jesli bazy, ktére sktadajg sie z tych
samych wektorow, lub sg uporzagdkowane w rézny sposéb, uwazac za jednakowe, w catej przestrzeni V n-

1
wymiarowej nad ciatem Zp istnieje f'(p” ~D)(p" = p)(p" = p)...(p" = p"") réznych baz.
n!

ZADANIE 3.3
Obliczymy ilo$¢ réznych podprzestrzeni k-wymiarowych w przestrzeni wektorowej ¥ n-wymiarowej
nad ciatem Z »- Jak wczesniej podano, dowolng podprzestrzenig U k-wymiarowg w przestrzeni V' jest

powtoka liniowa liniowo niezaleznego uktadu wektoréow {Z Z Z} U = L(a_l, Z,,,, Z) . Zgodnie z

poprzednim zadaniem istnieje  (p" —D)(p" — p)(p" = p°)...(p" — p*™) mozliwosci wyboru uktadu
{Z’ a,., Z} Przy tym, jesli L(b_l, E,..., E) =U, gdzie (b, b,,..., b } - niezalezny liniowo uktad

wektoréw, to ukiad ten jest bazg podprzestrzeni U. W ten sposéb liczba liniowo niezaleznych uktadéw
{Z’ Z Z} , ktérych powioki liniowe pokrywajg sie z jedna i tg sama podprzestrzenig wymiaru k, réwna
sie liczbie uporzadkowanych baz tej podprzestrzeni, to znaczy zgodnie z poprzednim zadaniem wynosi
k k k k k-
(" =D(" =" - p)...(p" = p').
Zatem, ilo§¢ wszystkich mozliwych podprzestrzeni wymiaru k w n-wymiarowej przestrzeni

wektorowej nad ciatem Z p Wynosi:



(p"-D(" - p)p"—p)p" =P _
(" =D(p" - p)(p* = p)..(p" =P
(P"=-D(p"" =D..(p"""" -]

(P =D(p" =D..(p-D)

LEMAT 3.8

Przeciecie podprzestrzeni U i W przestrzeni wektorowej V' nad ciatem F, rowniez jest podprzestrzenig
przestrzeni V.

Dowdd:

Niech 7 =U N B . Zbiér T jest niepusty, bowiem 0 €T . Jesli a €T , b T - dwa dowolne wektory
ze zbioru T, to aeU, beU, a wiec a+beU, dlatego, ze U — podprzestrzen w przestrzeni V.
Rzeczywiscie roéwniez a+beW . A zatem, a+beT =U NW . Analogicznie dowodzi sig, ze dla

dowolnego wektora a i dowolnego skalara A € F', wektor Aa € F'. Zgodnie z twierdzeniem 3.2, T jest
podprzestrzenig przestrzeni wektorowej V.

Zauwazmy, ze potaczenie podprzestrzeni U i W przestrzeni wektorowej V' bedzie podprzestrzenig
wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z nich jest zawarta w drugiej. Warunek wystarczajacy tego twierdzenia jest
oczywisty. W celu udowodnienia warunku koniecznego zaznaczmy, ze jesli U nie zawiera sie w W. | W nie

zawiera sie w U, to istnieje wektor acU—-W i wektor beU—-W . Wtedy acUUW , beUUW , ale

a+bqUUW .
Odpowiednikiem dziatan potaczenia dla przestrzeni wektorowej V jest dziatanie dodawania
podprzestrzeni.

OKRESLENIE 3.10.

Suma podprzestrzeni U i W przestrzeni wektorowej ' nazywa sie zbiér E wszystkich mozliwych typu
u+w,gdzie uelU , weWW .

Dla sumy podprzestrzeni Ui W bedziemy uzywaé¢ symbolu U+W.
TWIERDZENIE 3.4

| Suma podprzestrzeni U i W przestrzeni wektorowej V' nad ciatem F jest podprzestrzenia przestrzeni V.

Dowdd:

Poniewaz 0eU W , to 0=0+0eU+W . Niech aecU+W , beU+W ,  wtedy
a=u, +w,, b=u,+w,. Dlategoa+b=u +w)+ @, +w,)=U +u,)+w +w,)eU+W ,
poniewaz u, +u, €U, w, +w, e . Analogicznie dowodzi sig, ze dla dowolnego skalaru A e€F,

A €U + W . Na skutek twierdzenia 3.2, U+W — podprzestrzen przestrzeni wektorowej V.
Metoda indukcji matematycznej mozna obliczy¢é sume dowolnego skonczonego zbioru
podprzestrzeni przestrzeni wektorowej V. Nie trudno przy tym udowodni¢, ze dziatanie dodawania

podprzestrzeni jest taczne, to znaczy (U, +U,)+U,=U, + U, +U,;), gdzie U,- podprzestrzen
przestrzeni wektorowej ¥, i=1, 2, 3.
TWIERDZENIE 3.5

Wymiar sumy dwéch podprzestrzeni U i W przestrzeni wektorowej réowna sie sumie wymiarow
podprzestrzeni U i W minus wymiar przeciecia U N W .

Dowdéd:
Niech T=UW i niech {e_l, €sns g} — baza podprzestrzeni T. Z tego, ze T cU, wynika, ze
baze {e_l, g,..., a} mozna witagczy¢ do bazy podprzestrzeni U.

Niech {el, €5y €, u_], Z,..., um} - baza podprzestrzeni U. Doktadnie tak samo mozna



potraktowa¢ baze {e_l, g,..., a, ;1, VZ,..., ;z} podprzestrzeni W. A zatem, dimU =k +m, dmW =k +1,
dimUNW =k. W celu dowiedzenia twierdzenia nalezy ustanowi¢, ze dm({U+W)=k+[+m. Ostatnia rowno$¢
jest oczywista, jesli bazg podprzestrzeni U+W jest zbior:

{el, €y sney €4y Upy Uyyueny Uyy Wi, Wy,.o, w,} (3.3)

Udowodnimy to. Na poczatku ustanowimy liniowg niezalezno$¢ uktadu (3.3).
Niech:
ae+a,e,+..+a e+ Pu +fu, + ..+ L u, +

7 w+y,w, o+ yw, =0

Stad:
ae +a,e,+..+ae +Pu +Pu, ..+ p u =
T T VoW, T T YW,

Wektor, ktéry znajduje sie w lewej czesci nierdwnosci, nalezy do U, a wektor z prawej czesci rownosci
nalezy do W. To znaczy, ze oba te wektory naleza do 7' =U N W . W ten sposob,
N W Wy s W =06+ 0,6 .+ 0

poniewaz {el, €yyeny ek} — baza podprzestrzeni T.

Dlatego J,¢ +0,e, +...+ 5, e, 1y, w+y,w, +..+y,w,=0. Z tego, ze {Z €rrers € Wy Wosen, W_z} -

baza podprzestrzeni W, otrzymujemy O6,=0,=..=0,=), =), =..=%,=0. Stad wynika, ze
ae+ae, +..+a, e +fu +pfu,+...+f, u =0. Poniewaz {a, sy €4y Uy, Uy, LZ} - baza
podprzestrzeni U, to o=, =..=¢, = =,=..=,=0. Zatem, w dowolnej zerowej kombinacji liniowej
wektorow {e_l,..., Q, u_l,..., Z, ;1,..., ;l} wszystkie wspotczynniki rownajg sie zeru, to znaczy, ze dany

ukfad wektoréw jest liniowo niezalezny. Z drugiej strony, dowolny wektor x €U + W mozna zapisa¢ w
postaci u+ w, gdzie u €U, weW .Ztego, ze kazdy z wektoréw u i w wyraza sie liniowo poprzez uktad

wektoréw {el, Cyyunny €y Upy Uyyury Uy W, Wy, w,} wynika, ze przez ten ukifad liniowo wyraza sie takze

m?d

wektor x . Zatem dany uktad wektorow jest maksymalnym liniowo niezaleznym w przestrzeni U+W, to
znaczy jest bazg przestrzeni U+W.

OKRESLENIE 3.11.
Suma podprzestrzeni U i W przestrzeni wektorowej ' nazywa sie prosta, jesli U "W = {6} . Dla
prostej sumy podprzestrzeni Ui W bedziemy uzywaé symbolu U @ W .
LEMAT 3.9
| Jesli S=U®W ,to dimS =dimU +dim ¥ .
Dowoéd:
Z tego, ze UnW= {6} , to dimU "W =0, zgodnie z  twierdzeniem
dim(U @W )=dimU +dimW .
TWIERDZENIE 3.6

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym do tego, by suma podprzestrzeni U i W przestrzeni wektorowej
byta prosta, jest to, by dowolny wektor x €U + W mozna bylo przedstawi¢ w jedyny sposéb w postaci
X=u+w,gdzieuelU , welW .

Dowdd:

Warunek konieczny.



Jedli S=UBW ,to UNW = {0} Niech x €S ; wtedy x =u, +w, , gdzie u, €U, w, €W .

Zatozmy, ze ;:E+w2 , Qgdzie u2 eU, w2 eW . Stad otrzymujemy: ”1 +w1 —u2 +w,, lub

u —u, =w, —w, eUNW ;W ten sposéb u;, —u, =w, —w, =0, a wobec tego u1 :u2 W =W,
Warunek konieczny zostat udowodniony.

Warunek wystarczajgcy:

Niech dowolny wektor x €S=U+W mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci Xx=u+ w gdzie
uel, weW . Zatozmy, ze anﬂW Wektor 0, ktory nalezy do podprzestrzeni S=U+W mozna
przedstawi¢ w postaci 0=0+ 0 m0=a + (- a) przy czym pierwsze skfadniki w obu réwnos$ciach nalezg
do podprzestrzeni U, a drugie - podprzestrzeni W. Z jednoznacznosci przedstawienia wektora 0 wynika, ze
a=0.

Twierdzenie udowodniono.

Pojecie prostej sumy rozcigga sie na sume trzech i wiecej podprzestrzeni tak: suma podprzestrzeni
U,,U,,...,U, przestrzeni wektorowej ' nazywa si¢ prosta, jesli przecigcie kazdej podprzestrzeni U, z

sumg innych podprzestrzeni jest przestrzenig zerowg {6}
Prosta sume podprzestrzeni U,,U,,...,U, tak jak wyzej, oznacza si¢ poprzez U, @U,®...@U, .
Rozwazajac podobnie jak w twierdzeniu 3.6, mozna udowodni¢, ze suma S =U, +U,+...+U, jest
prostg, wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wektor x €S byt przedstawiony jednoznacznie w postaci:
x=u +u,+..+u, , u, €U ,i=1,2, ..,k
3.6 Warstwy liniowe
OKRESLENIE 3.12.

Niech U — podprzestrzen przestrzenl wektorowej V' nad pewnym ciatem P i x ev. Warstwag, I|n|owa_
w przestrzeni V nazywa sie zbidr U+ x , ktdry sktada sie ze wszystkich mozliwych wektoréw postaci u + x ,
uel;U+x = {u+x| ueU}

Warstwa reprezentuje sobg ,przesuniecie” podprzestrzeni U o wektor x . Jesli x ¢U , to warstwa
U+Xx nie jest podprzestrzeniq przestrzeni wektorowej V, poniewaz w tym przypadku 6 ¢ U+x .
Oczywiscie, jesli a € U+x be U+x ,toa— beU Oprocz tego, dowolny wektor u EU mozna
przedstaW|cw postam réznicy dwoch wektoréw a € U+ x be Utx . RzeczyW|SC|e u=a-— b gdzie
a=u+x € Utx, b=0+x € U+x. Stad wynika, ze jesli dwie warstwy U+x i W+y przestrzeni

wektorowej V' sg rowne, czyli U+ x =W+ y to U=W. W ten sposdb, podprzestrzen liniowa U, o ktérej mowi
SIQ W znaczeniu warstwy I|n|owej jest jednoznacznie okre$lona tg warstwa. | odwrotnie, w mlejsce wektora
¥, ktory okresla warstwa U+x , mozna wzig¢ dowolny wektor tej warstwy. W rzeczy samej, jesli y € U+x

to y=u, +x, u, €U . Wtedy u+y—u+(u0 +x)= (u+u0)+x € U+x ,lub U+y C U+x . Z drugiej
strony, jesli z - dowolny wektor z U+x ,to z= U, +x, u, €U. Dlatego

z:(u1 —u0)+(u0 +x):(u1 —u0)+yeU+y. Zatem, U+x C U+y,awigc U+x = U+ .



Rozdzial 4. Macierze

4.1 Macierze i dziatania na nich

Macierzg wymiaru m x n bedziemy nazywac tabele, ktéra sktada sie z elementéw pewnego ciata F i
zawiera m wierszy i n kolumn:

ay Gy . Ay,
21 2 2 . .
" a; el ,i=1,2,.m,j=1,2,...n
aml amZ amn

Skalary a; € F' nazywajg sie elementami macierzy. Kazdy element macierzy zapisuje sie przy

pomocy dwdch indekséw, z ktérych pierwszy wskazuje numer wiersza, w ktérym znajduje sie dany element,
a drugi — numer kolumny. Oczywiscie, wszystkie elementy danego wiersza macierzy posiadajg jednakowy
pierwszy indeks, a wszystkie elementy danej kolumny — jednakowy drugi indeks.

Macierze bedziemy oznacza¢ duzymi literami facinskimi - A, B, C itd. Bedziemy méwié, ze macierz A
posiada rozmiar m x n, jesli A zawiera m wierszy, n kolumn. W przypadku m # n macierz A nazywa sie
prostokatng. Jesli m = n, to macierz A nazywa sie kwadratowg stopnia m (m — liczba wierszy i kolumn
macierzy A).

Jesli znane sg rozmiary macierzy, to macierz

o, Oy a,,
@ O a : L :

mozna zapisac krétko w postaci A=(«; ).
aml amZ amn

Macierze A i B jednakowego rozmiaru m x n bedziemy nazywaé réwnymi, jesli réwne istniejg
odpowiadajgce sobie elementy tych macierzy; w taki sposdb, ze:

ay Gy - @y, B B, - B,

A= Ay Oy ... Ay, oB= By By o B

ml am2 te amn ﬁml IBmZ ce ﬂmn

i A=B, to a; =ﬂij dla dowolnych i, j:i=1,2, ..., m;j=1,2, ..., n.

(24

OKRESLENIE 4.1.

Suma dwdéch macierzy A=( a; )i B=(@/ ) jednakowego rozmiaru m x n nazywa sie macierz C=(7/!./. )

takiego samego rozmiaru m x n, ktorej kazdy element jest rowny sumie odpowiednich elementéw danych
macierzy:
Vi=0; tp; =12, m =12,

Dziatanie dodawania macierzy oznacza sie symbolem ,+”: C=A+B.
Oczywiscie, ze dziatanie dodawania macierzy posiada wtasnosci tgcznosci i przemiennosci:

(A+B)+C=A+(B+C), A+B=B+A

poniewaz te wiasciwosci posiada dziatanie dodawania elementow ciata F.
Macierz rozmiaru mxn, ktorej wszystkie elementy sg rowne zeru, nazywa sie macierza zerowa;

0 0 ... O
0 0 ... O



Wzgledem dziatania dodawania macierzy macierz zerowa O jest neutralna, to znaczy dla dowolnej
macierzy A rozmiaru mxn sprawiedliwa jest rownos¢ A+O=A. Oprdcz tego, jesli oznaczy sie przez (-A)
macierz, ktorej kazdy element jest przeciwnego znaku niz odpowiedni element macierzy A, to oczywiscie

A+(-A)=0; -A=(- a; ). Macierz - A nazywa sie macierza przeciwng do macierzy A.
Uwaga. Dziatanie dodawania macierzy roznych wymiaréw nie jest okreslone.
OKRESLENIE 4.2.

lloczynem macierzy A=(ay. ) wymiaru mxn przez skalar A € P, nazywa sie macierz B wymiaru

mxn, ktorej elementy otrzymano z odpowiednich elementéw macierzy A pomnozonych przez skalar A :
B=(p; ), gdzie f;=1 «; ,i=1,2, .., m;j=1,2, ...

Z analogicznych wiasciwo$ci dziatarn dodawania i mnozenia nad ciatem F fatwo jest wyprowadzic¢
nastepujace wiasciwosci dziatah na macierzach:

- Mud) = (24
2. (/1+,u)A=ﬁ.A+,uA;
3. (A+B)=44+ AB;

4. 1-A=A
Z tych wiasciwo$ci i przytoczonych wczesniej dziatan dodawania macierzy wynika, ze:

—_

Zbiér macierzy wymiaru mxn z elementami ciata F odwzorowuje przestrzern wektorowg nad tym
ciatem wzgledem dodawania macierzy i mnozenia macierzy przez skalary z ciata F.

ZADANIE 4.1

Niech M — zbiér wszystkich macierzy wymiaru mxn ze wspotczynnikami z ciata F. Oznaczymy przez

EU i=1, 2, ..., m; j=1, 2, ..., n macierz, w ktérej element, ktéry stoi na przecieciu wiersza o numerze i oraz
kolumny o numerze j wynosi 1, a wszystkie pozostate elementy sg rowne zero. Wykazac, ze zbiér M jest

przestrzenig wektorowg wymiaru mxn nad ciatem F, a zbiér macierzy {Eij },i=1,2, ..., m; j=1,2, ..., n, jest

jego baza.
OKRESLENIE 4.3
B
Niech A=(q4,, a,.., a,) Macierz wymiaru 1xk (macierz-wierszowa) i B= ? macierz wymiaru kx1

By

(macierz-kolumnowa).
Mnozeniem macierzy A i B nazywa sie skalar v, ktéory jest  rowny

k
af+ap+ .t = Z ap; -
=1

Zwréémy uwage, Zze mnozenie macierzy-wierszowej przez —macierz-kolumnowg mozna
przeprowadzi¢ tylko w tym przypadku, kiedy posiadajg one takg sama liczbe elementéw (k elementéw).

OKRESLENIE 4.4
Niech A=(alj ) macierz wymiaru mxk, a B=(ﬁij ) macierz wymiaru kxn. lloczynem macierzy A przez

macierz B nazywa si¢ macierz C=AxB wymiaru mxn, w ktorej element y, réwna sig¢ iloczynowi wiersza

macierzy o numerze i przez kolumne macierzy B o numerze j:

k
Vi =By + @Byt an By ot ay By =D 0 B
r=1

UWAGA



lloczyn macierzy AxB okreslono tylko w takim przypadku, gdy liczba kolumn w lewym czynniku A
réwna sie liczbie wierszy w prawym czynniku B. W tym przypadku liczba elementéw dowolnego wiersza
macierzy A réwna sie liczbie elementéw dowolnej kolumny macierzy B.

Z tej uwagi wynika, ze jesli m # n, to iloczyn AxB macierzy A wymiaru mxk przez macierz B
wymiaru kxn jest okreslony, ale iloczyn BxA nie jest okreslony (m= n).

Jesli jednak m=n, ale m # k, to okreslone sg oba iloczyny AxB i BxA, AxB i BxA macierze
kwadratowe, przy czym macierz AxB jest rzedu m, a macierz BxA — rzedu k. Poniewaz m # k , to macierzy
AxB i BxA porownywac nie wolno. Pytanie o rownos¢ AxB i BXxA nie ma sensu.

Jak to jest przyjete w tekstach matematycznych, znak mnozenia bedziemy czesto opuszczac.

Rozpatrzymy w koncu przypadek, gdy m=n=k, to znaczy A i B — macierze kwadratowe rzedu m. W

tym przypadku AB i BA sg okreslone i obie posiadajg rzad m. Ale dla m>1 réwnos¢ AB=BA w ogdlnym
przypadku nie jest spetniona.

W i A 1 0 3 0 1
rzeczy samej, jesli A=) . B=|

0 1 0 2
AB = , BA = , 1AB = BA.
o o540 o

A zatem, dziatanie mnozenia w zbiorze macierzy kwadratowych jednakowego wymiaru, jest ogdlnie
biorac nieprzemienne.

Zauwazmy jeszcze jedng osobliwos¢ operacji mnozenia macierzy, ktéra demonstruje réznice miedzy
nig a operacjg mnozenia elementéw ciata, a szczegdlnie: iloczyn dwéch niezerowych macierzy moze by¢
macierzg zerowa. Innymi stowy, w zbiorze macierzy kwadratowych sg dzielniki zera.

Zatem w zbiorze macierzy kwadratowych stopnia m okre$lone sg dziatania dodawania oraz
mnozenia przez skalar ciata podstawowego, oraz mnozenia macierzy.

PRZYKtAD

Rozpatrzmy trzy macierze na ciele R:

1 0
Evi=lo of

Wszystkie trzy macierze nie sg zerowe, ale
E11Ezz :EzzEn =0, EnElz :EIZ’ E12E11 =0, E22E12 =0, Elezz :EIZ'

Na réwni z danymi ,nieprzyjemnymi” wlasnosciami, to znaczy: nieprzemiennoscig i wystepowaniem
dzielnikéw zera, dziatanie mnozenia macierzy posiada tak wazng wiasciwo$é, jak tgcznos¢ dziatania (gdy
wszystkie dziatania mnozenia sg okreslone):

A(BC)=(AB)C
Udowodnimy te réwno$¢.
Niech A=(¢; ) — macierz o wymiarze mxk , a B=(ﬂij ) — macierz o wymiarze kx| i C=(c; ) — macierz

0 wymiarze Ixn.
k

Niech p, - dowolny element macierzy AB o wymiarze mxl; wtedy pij=2airﬂrj . Jesli o, -

dowolny element macierzy (AB)C o wymiarze mxn, Zp”}/y Z(Zal,ﬂq)yv

s=1 r=1

Y b, =YY (B, -

s=1 r r=1 s=1

=1
kol '
Z (z ﬁrsys/ )an Z T'j ir Z al” j = ’UU

r=1  s=1

i



Tutaj 7, = Zﬂm}/si — element macierzy BC, ktéry znajduje sie na przecieciu wiersza o numerze r i

kolumny o numerze j. Stad wynika, ze 1, = z a, 1, jestelementem macierzy A(BC) z i-ego wiersza oraz
r=1

j-ej kolumny. Z tego, ze p, =y, dla i=1, 2, ..., m; j=1, 2, ..., n, otrzymamy (AB)C=A(BC), co byto do
udowodnienia.
Dodawanie i mnozenie macierzy zwigzane sg z prawem rozdzielnosci:
A(B+C)=AB+ACC; (A+B)C=ACC+BC.

Ma sie na uwadze to, ze wszystkie pokazane w tych réwnosciach dziatania sg spetnione. Obie
réwnosci sg spetnione jednakowo. Udowodnimy jedng z nich, na przykfad pierwsza.

Niech A=(al.j ) — macierz wymiaru kxm , a B=(b47. )i C=(c!./. ) — macierze wymiaru mxn. Wtedy, jesli

A; - dowolny element macierzy B+C, to 1,=b; +c;. Niech «,, f;, 7, - dowolne elementy macierzy

A(B+C), AB, ACC — odpowiednio. Wtedy, z okre$lenia iloczynu macierzy: «; Za” g By = Za” i

m m

Yy = Zaircrj . Poniewaz A.=b, +c, to z a, A,

y g [/

2.4, (b; +¢,)= Z(a,,  +,0,)= Zalr : +Zan ¢, =p, +7,.azatem, A(B+C)=AB+ACC.
r=1

Niech A — macierz stopnia n, n—S1 +, +...+S, , 1<, <n, i=1, 2, ..., t. Rozbijemy macierz A na
4, A, ... A4,

L. A21 A22 A2t . . . . L.
komorki: A = , gdzie Aij — macierz o rozmiarze SixS;; oraz j=1, 2, ..., t. Oczywiscie

A, A, .. 4

1t

A, - macierz kwadratowa rzedu c. Macierze Aij nazywajq sie komoérkami macierzy A, a sama macierz A -

u

komorkowa.

B, B, ... B,

. . . BZI B22 tee B2t . . . s .
Niech B — macierzrzeduni B = - rozbicie macierzy B na komorki, ktora

B, B, .. B

ma ten sam uktad co rozbicie macierzy A, to znaczy komoérka Bj ma rozmiar S, x Sj =1, 2,

tt

Oczywiscie, dla dowolnych i, j, k=1, 2, ..., t sg okreslone iloczyny komérek AB. Niech 7, =0, 7, = S1»
ry=S8+8,,..r=8+8,+.4+5,, ... =8 +5,+.+S,.

LEMAT 4.1
lloczyn macierzy komorkowych AB jest macierza komorkowa.
¢, C, ... C,
co|Cn Ca o Cuf
Ctl Ct2 Ctt

gdzie C,, =D A, B, ik m=1,2 .t

Jjm?



Dowdd:

Niech A=(0{ij ), B=(ﬂij); rozbijemy macierz C=AB na komorki Cij zgodnie z takim uktadem, w
ktorym zostang rozbite na komorki czynniki A i B, a szczegdlnie rozmiar komorki C; réwna sig S, x S, i,
j=1,2, ..., t. Niech C,, - dowolna komérka macierzy C oraz y,, - jej dowolny element, u=1, 2, ..., S, v=1,
2, .., S, . Poniewaz S, +S8,+...+S, ,=r,_,, to 7, jest elementem wiersza o numerze w=r,_, + u.

Doktadnie takze y,, znajduje si¢ w kolumnie macierzy C o numerze z =r,_, +Vv. To znaczy, ze zgodnie z

wj 7 jz
J=nr+l J=r_1+1

n i » "
okresleniem iloczynu macierzy A i B, ;/W=Zawjbfz = =z a, b, + Z a, b, +.+ z a,b. (z,=n).
j=1

J=1

I”p t
Oznaczymy przez y! element z a,b,.p=1 2 ..t Wtedy ]/W=Z}/£, przy tym nietrudno

Jj=rpoi+1 p=l

zauwazyc, ze ;/fv jest elementem macierzy Akp B ktoéry znajduje sie na przecieciu wiersza o numerze u,

pm’
i kolumny o numerze v. Na skutek dowolnosci indekséw u i v, 1Su<§,, 1<v<S,  oraz relacji

t t
V= Z vE, v, €C,,,otrzymujemy C, = ZAkpom , co nalezato udowodnic.
p=1 p=1
OKRESLENIE 4.5
Macierz kwadratowa D=(dij ) rzedu m nazywa sie diagonalng, jesli d,y =0, i=1, 2, ..., m; j=1,2, ..., m,
i # j . Macierz diagonalna D posiada nastepujaca postac:

d, 0 ... 0
0 d, .. 0
D= 22
0 0 .. d

mm

Wszystkie elementy macierzy diagonalnej, ktére znajdujg sie poza przekatng sa réwne zeru
(przekatng gtdwng nazywa sie przekatng macierzy kwadratowej, ktora taczy jej lewy gorny ,wierzchotek” z
prawym dolnym).

Uwaga. Oczywiscie, w macierzy diagonalnej niektore elementy przekatnej gtéwnej réwniez moga
réwnac sie zero. W szczegdlnosci, zerowa macierz kwadratowa (macierz, ktérej wszystkie elementy sg
réwne zeru) réwniez jest diagonalna.

Jesli A=(a,.j ) — macierz o wymiarze k x m, to poprzez bezposrednie sprawdzenie mozna upewni¢ sie,

ze
alldll a12d22 M almdmm
AD _ a21d11 a22d22 e aZm dmm
and, o,d, ... «.,d,,

W ten sposdb, przy mnozeniu macierzy A o wymiarze kxm z prawej strony przez diagonalng macierz D
rzedu d, wszystkie elementy j-ej kolumny macierzy A sg mnozone przez element djj, =1, 2, ..., m.

Analogicznie, jesli macierz B o rozmiarze m x n pomnozy sie z lewej strony przez macierz diagonalng D
rzedu m, to wszystkie elementy r-go wiersza zostang pomnozone przez d..,r=1.2, ..., k.

OKRESLENIE 4.6

Macierz diagonalna S nazywa sie skalarna, jesli wszystkie elementy jej przekatnej gtébwnej sg rowne.



Przy mnozeniu macierzy A danego wymiaru na lewo i na prawo przez macierz skalarng S wszystkie
elementy macierzy A sg mnozone przez skalar a: AS=0A; SA=dA.

Uwaga. Ostatnia rownosé potwierdza nazwe ,skalarna” dla macierzy S. Macierze skalarne w operacji
mnozenia zachowujg sie jak skalary w operacji mnozenia przez skalar.

OKRESLENIE 4.7

Macierz diagonalna E nazywa sie jednostkowa, jesli wszystkie elementy jej przekatnej gtéwnej sg réwne

I 0 0

0 0
E=

0 0 ... 1

Poniewaz macierz jednostkowa jest skalarng i odpowiedni dla niej skalar o réwna sie 1, to prawdziwa
jest réwnosc¢

EA=A, BE=B
(jesli dziatania mnozenia w danych réwnos$ciach sg spetnione).

W szczegolnosci, jesli E jest rzedu m i A — dowolna macierz kwadratowa takiego samego rzedu, to
AE=EA=A, tymi réwnosciami wyjasniona jest nazwa ,jednostkowa” dla macierzy E.

OKRESLENIE 4.8

Macierz kwadratowa A nazywa sie macierza, ktéra posiada macierz odwrotna, jesli istnieje macierz
kwadratowa B taka, ze AB=BA=E.
Przy tym macierz B nazywa sie odwrotng do macierzy A.

Oczywiscie, jesli macierz B jest odwrotna do macierzy A, to B takze jest macierza, ktéra posiada
odwrotng do niej macierz A. Dlatego macierze A i B nazywajq sie wzajemnie odwrotnymi.

LEMAT 4.2
| Jesli macierz A posiada macierz odwrotng B, to ta odwrotna macierz jest jedyna.
Dowdd:

Niech B i C dwie macierze, ktére sg odwrotne do macierzy A. Wtedy zgodnie z okresleniem BA=AC=E.
Dlatego (BA)C=EC=C. Z drugiej strony, (BA)C=B(AC)=BE=B. Zatem: B=C.

PRZYKtAD 4.2

Macierz diagonalna

d, 0 ... 0
0 dy ... 0
0 0 ...d

mm

w ktérej zaden element przekatnej gtéwnej nie réwna sie zero, posiada macierz odwrotng T, ktéra ma
postac:



' 0 ... 0
0 d, .. 0
o 0 .. d}!

Jest oczywistym, ze zerowa macierz kwadratowa nie posiada macierzy odwrotnej (podobnie, jak
element zerowy w polu nie posiada elementu odwrotnego). Ale takze macierz zerowa moze nie mieé
macierzy odwrotnej. W sposob bezposredni mozna sprawdzi¢, ze macierz diagonalna rzedu m, m>1, nie

bedzie posiada¢ macierzy odwrotnej, jesli przynajmniej jeden element jej przekatnej gtdwnej réwna sie zero.
Konieczne i wystarczajgce warunki odwrotnosci macierzy kwadratowej zostang podane pdézniej.

OKRESLENIE 4.9
Macierz kwadratowa A=(¢;) o wymiarze m x m nazywa si¢ gorng (dolng) macierza trojkatna, jesli
a; =0dlai>j (dlai<j), i=1,2, .., m;j=1,2, .., m

W ten sposéb, jezeli A jest gérng macierza trojkatng, to A ma postac:

o, o, ...
e 0 a, ... o,
0 0 .. «

mm

Analogicznie, jesli B — dolna macierz tréjkatna, to:

B, 0 ... 0
o | B B 0
B B o B

Oczywiscie, ze macierze diagonalne i tylko one, sg zaréwno macierzami tréjkatnymi gérnymi, jak i
tréjkatnymi dolnymi. Wykazemy, ze iloczyn dowolnej liczby macierzy tréjkatnych gornych (dolnych) takze jest
macierzg tréjkatng gorng (dolna). Wystarczy sprawdzic to dla przypadku dwoch czynnikéw A i B.

Niech A=(0{ij ) B=(ﬂij) — dwie goérne macierze trojkatne rzedu m. Zgodnie z okresleniem gornej

macierzy trojkatnej dla i>j, 05,~j=ﬁ,~j =0. Niech ¢ - dowolny element macierzy AB. Wtedy clj=2airbrj .

r=1

Niech i>j. Jesli i>r, to @, =0 a, b, =0; mimo ze i<r, to r>i>j i wtedy b, =0. W ten sposdb, kazdy sktadnik w

ir~rj
sumie Zairb,j jest réwny zeru dla i>j, to znaczy c¢;=0 dla i>j. Zatem macierz AB jest gorng macierza
r=1

trojkatng. Analogicznie dowodzi sie odpowiednie twierdzenie dla dolnych macierzy trojkatnych.
OKRESLENIE 4.10

Niech macierz A=(aij) posiada wymiar k x m. Macierz B=(b. ) o wymiarze m x k nazywa sig

transponowang wzgledem macierzy A, jesli b .=a, , s=1, 2, ..., k, r=1, 2, ..., m. Macierz, transponowang
wzgledem macierzy A oznacza sie przez A" .
W taki sposdb, jesli
oy Qp . Qy ay Oy . Oy
Oy Qyp o O Uy 7%

A= "o A = a,

Ay Q.. O

m



Ma miejsce nastepujaca witasnosé:

(AB)' =B' A' , to znaczy macierz, transponowana iloczynu dwéch macierzy, réwna sie iloczynowi w
odwrotnym porzadku macierzy transponowanych czynnikéw.

Wykazemy te wtasnos¢. Niech A=(q; ) jest macierza o wymiarze k x m, B=( b ) — macierza o wymiarze

m
m x n. Jesli ¢; - dowolny element macierzy AB, to ¢; = Z airbrj .

r=1
Niech A'=(u, ), r=1,2, .., m;s=1,2, ., k; B'=(v,_ ), r=1,2, .., n;s=1,2, .., m; u_=a,, v, =b_ . Jezeli
liczba wierszy macierzy B réwna sie liczbie kolumn macierzy A, to liczba kolumn macierzy B' réwna sie
liczbie wierszy macierzy Al
Zatem, iloczyn B'A' zostat okreslony i jesli dl.j jest dowolnym elementem tego iloczynu, to dl.j=

m m m
zvitutj :zbtiajt =zajtbti =C-

t=1 t=1 t=1

Poniewaz wymiary macierzy (AB)' =(hl.j ), hl.j =c; oraz macierzy B' A :(dii) sg zgodne, przy czym

sr?

h,=c;=d,, to rownos¢ (AB) =B' A' zostata udowodniona.
4.2 Macierze elementarne

W poprzednim rozdziale byty oméwione macierze E;. Przypomnijmy ich okreslenie: E; — to macierz
dowolnego wymiaru, w ktérej element, ktéry znajduje sie na przecieciu wiersza o numerze i oraz kolumny o
numerze j wynosi 1, a wszystkie pozostate elementy sg rowne zero. Bezposrednio z okreslenia iloczynu
macierzy otrzymujemy, ze

Ei/'Ers:{ O’gdy Jir (41)
' Ei, gdy j=r

Symbolem 0 jest oznaczona macierz zerowa.
OKRESLENIE 4.11

Macierz kwadratowa A stopnia m nazywa sie elementarng, jesli A=E+/1EU., gdzie 1<i<m,
I<j<m,i#j.
Bedziemy oznacza¢ A=E+ AE ; przez F;(1).

Oczywiscie, ze dowolna macierz elementarna jest albo gérng, albo dolng macierzg tréjkatng, w
ktorej wszystkie elementy gtdéwnej przekatnej rownaja sie 1.

TWIERDZENIE 4.1 (Podstawowa wtasnos¢ F; (1) ).

Wynik mnozenia macierzy sz (A1) z lewej przez dowolng macierz A (o odpowiednim wymiarze) jest
przeksztatceniem elementarnym wierszy macierzy A:
Fy(A)- A= F;(A)(4)
Sformutujmy bez dowodow niektére wazne wiasnosci macierzy elementarnych:
Wtasnosc 4.1
F (DF; (1) = F; (1 + p) , wszczegolnosci F, (D) F; (1) = F,(1)F;(A)
Wiasnos¢ jest bezposrednim nastepstwem twierdzenia 4.1

Witasnosc 4.2.
Macierz P;(/D posiada macierz odwrotng Fl] (—4).
Wiasno$¢ jest bezposrednim nastepstwem twierdzenia 4.1
Witasnosc 4.3
Dla j#k
Fij (ﬂ’)Fki(ﬂ)F'ij (—D)F,(-p) = ij (—ud)



Wiasno$¢ jest bezposrednim nastepstwem twierdzenia 4.1

Witasnosc 4.4.
F (@ Fy (DEF, by (GO =Fy (W) j=k

Wiasno$¢ jest bezposrednim nastepstwem twierdzenia 4.1
Witasnosc 4.5.

Fy(A)F, (1) = Fy (~uA) F, (1) F (2)

Fy(A)F, (1) = F,, ()F  (A)F (—pA);

Fo () F;(A) = Fy (A F;(A)F, (1) ;

Fo(W)F, (A) = Fy (WF () Fy (uA), j#k
Wtasno$¢ jest bezposrednim nastepstwem twierdzenia 4.1
Witasnosc¢ 4.6.
Wtasno$¢ jest bezposrednim nastepstwem twierdzenia 4.1

Wiasnosc 4.8

m

Jesli D — macierz diagonalna, D=ZykEkk, ViV, 20, to F[j(y)D:DF,.j(yyi_ljfj),

k=1
DF,(p)=F;(uy,y,)D.
Wtasno$¢ jest bezposrednim nastepstwem twierdzenia 4.1

OKRESLENIE 4.12.
Oznaczmy przez E(i, j) macierz £ —E, _Ejj' Bedziemy nazywac¢ normalng macierz nastepujacej
postaci:
— (i i -l
L,(D)=E(G)+AE, -4 E;
tu ma sie na uwadze, i # j,A #0.
Z okreslenia wynika, ze L, (4)=L; (-1
Wiasnosé 4.9.
Jesli i#j,to Ly(A)L;(1)=D=) "y, E, .gdzie y, =—Au"', y, ==, y,=1da k=i, k#j.
k=1

Wtasnosé 4.10

Macierz normalna L (4) posiada macierz odwrotng L (—4).

Ta wtasno$¢ jest nastepstwem poprzedniej
Witasnosc¢ 4.11

Jesli i # j,to Fy(A) F(=A") F;(A)=L;(A).

Wtasnosc 4.12

Fy(A) F(=A")=L,(2) F,(-2).

Witasnosc 4.13

Jesli k # j, to

Ly(A) Fy(p) Ly (-A)=F, (=2 p;
L(A) Fy (1) Ly (=A)=F (=Au)

Wtasnosc 4.14



JeSli k#i,i#m, k#j, j#u,to
Lz](/l) ka (lu) LU(_A) :ka (,U)
Wtasnosc 4.15

Lij (2’) Fij (,Ll) LU (_2’) = Fji (_172 ,u) ;
L;(A) F (1) Ly(=A)=F;(=27 p)
Wiasnosc 4.16

Jesli D — macierz diagonalna, D= ZykEkk Y Yy, 20, to

k=1
L,(A) D=DLij(/7,7/i_1]/_/) .
Whtasnosc 4.17
Jesli k # j, to
Ly(2) Ly (=L (-2 1) L) Ly(A) Ly () =Ly (1) Ly (=2 p). (42)

Witasnosc 4.18

Jesli k # j, to

Ly(2) Ly () =Ly (=) Ly (A); Ly(A) Ly (@)=L () Ly (~ ).



Rozdziat 5. Rzagd macierzy

5.1. Wierszowy i kolumnowy rzgd macierzy

Niech 4 — macierz o wymiarze mxn o wspotczynnikach z pewnego ciata F. Oczywiscie, wiersze
macierzy A mozna rozpatrywaé jako wektory przestrzeni liniowej F". Analogicznie kolumny tej macierzy
mozna rozpatrywaé jako wektory przestrzeni F'". Na przyktad, jesli:

1 3 00
P={-1 0 1 3],
2 2 11

to jej wiersze mozna rozpatrywac jako wektory (1, 3, 0, 0), (-1, 0, 1, 3)i (2, 2, 1, 1) w przestrzeni R*. Tak

samo kolumny macierzy A sg wektorami (1, -1, 2), (3, 0, 2), (0, 1, 1), (0, 3, 1) w R>. Dlatego bedziemy
mowi¢ o kombinacjach liniowych wierszy (kolumn), ich zaleznos$ci lub niezaleznosci liniowej, itd.

OKRESLENIE 5.1

Wierszowym rzedem macierzy 4 nazywa sie rzad jej uktadu wektoréw-wierszy. Analogicznie okresla
sie kolumnowy rzad macierzy 4 jako rzad jej uktadu wektoréw-kolumn.

TWIERDZENIE 5.1

Kolumnowy (wierszowy) rzad macierzy A nie zmienia sie po pomnozeniu tej macierzy z lewej i z prawej
przez dowolng macierz H danego wymiaru, ktéra posiada macierz odwrotna.

Dowéd:

Niech A=(a;) macierz o wymiarze mxn. Oznaczymy przez a,,a,,...,a, - jej wektory-kolumny:

>™n

a; =(a1_/.,a2_/,...,am/), i=1, 2, ..., n. Rozpatrzymy zerowa kombinacje liniowa wektoréw a,,q,,...,a, :

n

2715/ =6. Dowolna wspéitrzedna wektora z;/j;j réwna sie zero, to znaczy Z}/j;_,- :6, i=1, 2,
Jj=1 J=1 J=1

Vi 0

4
..., m Otrzymane relacje mozna zapisa¢ w postaci macierzowej nastepujaco: 4 2=

y.) LO
Pomnozymy teraz z lewej otrzymang rownos¢ przez macierz H rzedu m.
71 0 0 0
7 7 L I Oczywiécie,HO |0
Y 0 0] |0

Oznaczywszy iloczyn HA przez B oraz stosujac tacznosé iloczynu macierzy, otrzymamy:

71 0 Vi 0
0 0
(HA) V2 _ B72 _

yn O , yn 0 (51)



Liczba kolumn w macierzy H4=B réwna sie liczbie n. Oznaczymy przez b_l,E,...,bn wektory-

kolumny macierzy B. Relacja (5.1) oznacza, ze Z7jb-/ =(_) . W ten sposadb, jesli pewna kombinacja liniowa

j=1

n _ _
wektorow-kolumn macierzy 4 jest zerowa Z}/jaj =0, to taka sama kombinacja liniowa wektoréw-kolumn
j=1

macierzy B réwniez jest zerowa Zyjé,» = 6 Zgodnie z lematem 3.4, kolumnowy rzad macierzy B jest nie
j=1

wiekszy niz kolumnowy rzad macierzy A. Z drugiej strony A=H'B i zgodnie z dowodem rzad kolumnowy A4
jest nie wiekszy niz B. Zatem, kolumnowe rzedy macierzy A i B pokrywajq sie. A wiec, rzad kolumnowy nie
zmienia sie przy mnozeniu macierzy 4 z lewej przez macierz, ktéra posiada macierz odwrotna.

Niech teraz C=A4H, gdzie H=( hl.]. ) — macierz rzedu m, ktéra posiada macierz odwrotng. Wtedy, jesli
C_I,Z,...,Z - wektory-kolumny macierzy C, to c_i:Zhﬁa_j. W taki sposob uktad wektorow-kolumn

j=l

macierzy C wyraza sie liniowo poprzez uktad wektoréw-kolumn macierzy 4. Dlatego, zgodnie z lematem 2.2,
kolumnowy rzad macierzy C jest nie wiekszy od kolumnowego rzedu macierzy A. Z tego, ze macierz H
posiada macierz odwrotng wynika, ze A=CH" i zgodnie z dowodem kolumnowy rzad macierzy 4 jest nie
wiekszy od kolumnowego rzedu macierzy C. Zatem, ich rzedy kolumnowe sg rowne. Analogicznie dowodzi
sie réwnosci rzeddw wierszowych.

OKRESLENIE 5.2
Macierzg stopniowang bedziemy nazywac takg macierz A=(a!./.) o0 wymiarze m x n, ktéra spetnia

nastepujgce warunki:
1. Jesli a;, =a, =...=a,_,,ale a, #0,to a; =0 dlawszystkich [ >i i j<k;

2. Jesli wiersz j macierzy 4 - zerowy, to wszystkie wiersze tej macierzy o numerach wiekszych niz j, sg
takze zerowe.

PRZYKLAD 5.1

Stopniowang bedzie na przyktad, macierz:

1 2 0 -3°5
00 -1 3 0
=00 0 1 2
00 0 0 0

Macierz zerowg takze bedziemy nazywac stopniowana.
TWIERDZENIE 5.2

Rzad wierszowy macierzy stopniowanej jest réwny rzedowi kolumnowemu i stanowi liczbe niezerowych
wierszy tej macierzy.

Dowéd:
Niech A=(al.l. — macierz klatkowa o wymiarze mxn i k — liczba wierszy zerowych macierzy 4,

0<k<m. Jedli k=0, to macierz 4 — zerowa, a jej rzedy: wierszowy i kolumnowy sa réwne zero. W tym
przypadku twierdzenie jest prawdziwe. Zatozmy, ze k > 1. Poniewaz uktad liniowo niezalezny wektorow nie
zawiera wektora zerowego, to rzad wierszowy macierzy 4 nie jest wiekszy od k. Aby udowodnié, ze ten rzad
réowna sie k, ustanowimy liniowg niezalezno$¢ pierwszych k wierszy macierzy 4. Oznaczymy te wiersze
P . k - _
przez a,,a,,...,a, . Niech Zuiai = 0. Zatézmy, Ze s to taki numer, dla ktérego a,, #0, a,, =0 dla i<s.
i=1
Zgodnie z okre$leniem macierzy stopniowane;j: a; = 0 dla wszystkich j>1. Wynotujemy s-tg wspdtrzedng



koo k

wektora Z,ul. a,=0: 0=z,uiais = a,, poniewaz a; =0 dlaj>1. Z warunku a,; # 0 otrzymujemy, ze
i=1 i=1

4, = 0. Niech juz udowodniono, ze 1 = u, =...= y,_, = 0. Zatozymy, ze u, takze wynosi zero. Niechr, to

taka liczba naturalna, ze a, #0, ale a, =0 dla i<r, wtedy a; =0 dla wszystkich j>r, i <7 . Dlatego r-ta

koo k I-1 k
wspotrzedna wektora Z,uiai =0 wynosi: O=Z,uia[, =z,u[ai,. + ,ulalr+z,uia” . Pierwsza suma w
i=1 i=1 i=1 i=l1
prawej czesci otrzymanej relacji rowna si¢ zero, poniewaz , =0 dla i<l; ostatnia suma takze réwna sie
zero, gdyz a, =0 dla i>1. Dlatego t,a, =0, i poniewaz a, #0, to g, =0. W taki sposdb, zatozenie
indukcji sprawdzito sie i g =, =...= g, =0. Zatem, uktad pierwszych k wektoréw-wierszy jest liniowo
niezalezny a kolumnowy rzad macierzy 4 rowna sie k. W celu udowodnienia tego, ze kolumnowy rzad
macierzy A takze réwna sie k, rozpatrzymy macierz B, ktérg otrzymuje sie z macierzy A poprzez
przestawienie kolumn; przy tym kolumna macierzy A4, ktéra zawiera pierwszy zerowy element j-tego wiersza
macierzy 4, staje sie j-tg kolumng macierzy B, j<k; pozostate kolumny znajdujg sie w macierzy B po kolumnie
o numerze k w dowolnym porzadku. A zatem, macierz B ma postac:

by by, by .. .. .. b,
0 by by v o . by
B={0 0 0 by b, |.
0 0 0 0
0 0 0 .. .. .. 0

tu bﬁ # 0 dlai=1, 2, ..., k. Oczywiscie, kolumnowe rzedy macierzy 4 i B sg rowne. Jest jasnym, ze kolumny

macierzy B wyrazajg sie liniowo poprzez uktad wektoréw el,ez,...,ek} przestrzeni wektorowej " (F — ciato

podstawowe), gdzie e_j - wektor w przestrzeni F'", ktorego i-ta wspotrzedna réwna sie 0. Z lematu 2.2

wynika, ze kolumnowy rzad macierzy B jest nie wiekszy niz k. W celu udowodnienia tego, ze kolumnowy
rzad tej macierzy rowna sie k, ustanowimy liniowg niezaleznos¢ jej pierwszych k kolumn. Oznaczymy dane

- k

kolumny przez b,,b,,...,b, i rozpatrzymy zerowg kombinacje liniowa tych wektoréw: z/il.
i=1

Zatézmy, ze udowodnilismy, iz: li =0 dla i>s, gdzie s<k. Zapiszemy s-tg wspodtrzedng wektora

b, =0.

k _ k s—1 k
Zli b, =0: O=Ziibis =Ziibis +Ab + Ziibl.s . Pierwsza suma w prawej czesci otrzymanej relacji
i=l1 i=l1 i=l1

i=s+1
rowna sie zero, poniewaz b, =0 dla i<s; ostatnia suma takze wynosi zero, poniewaz A, =0 dla i>s.
Dlatego A b

s 8s

=0, i poniewaz b #0, to A =0. W ten sposdb, zatozenie indukcji jest prawidiowe i
A5 Ay ,...s A, = 0. Z pokazanych rozwazan wynika, ze kolumnowy rzad macierzy B, a wiec i macierzy A,

jest réwny k.
Twierdzenie zostato udowodnione.

TWIERDZENIE 5.3

Dowolng macierz A przy pomocy pomnozenia z lewej przez elementarne macierze F;(A) wymaganego

wymiaru mozna przeksztatci¢ w postaé stopniowana.
Dowadd twierdzenia, w istocie, wykonano w rozdziale 1, w algorytmie rugowania zmiennych.

Whniosek 5.1

Wierszowe i kolumnowe rzedy dowolnej macierzy sg réwne.



Potwierdzenie wniosku wynika z 5.1, 5.2i 5.3.
OKRESLENIE 5.3
Rzedem macierzy A nazywa sie jej rzad wierszowy (kolumnowy).
TWIERDZENIE 5.4
Jedli A — klatkowa macierz kwadratowa, to istniejg takie macierze elementarne V,V,,....V,, ze iloczyn
AV\V,...V, jest macierzg diagonalna.
Dowéd:

Algorytm przeksztatcen elementarnych, wymaganych przy diagonalizacji macierzy zostat przedstawiony w
rozdziale 1.

TWIERDZENIE 5.5
Rzad iloczynu macierzy jest nie wiekszy od rzedu poszczegdlnych czynnikow.
Dowod:
Wystarczy udowodni¢ twierdzenie dla dwoch czynnikow. Niech C=AB, gdzie A=(a;.].) — macierz o

wymiarze k x m, B=(bl.j) — macierz o wymiarze m x n, i C=(c¢;) — macierz o wymiarze k x n. Zgodnie z

m
okresleniem iloczynu macierzy, szai.s-bs/ . Jesli ustali¢ indeks i-ty, ale zmienia¢ indeks j-ty, to skalary C;

s=1
beda wspotrzednymi wektora-wiersza macierzy C o numerze i. Stad wynika, ze i-ty wiersz E,- macierzy C
jest kombinacjg liniowg wierszy macierzy B, E,-=Zal.sgs i=1, 2, ..., k. Zgodnie z 3.2, rzad macierzy C nie
s=1
przewyzsza rzedu macierzy B. Mozna réwniez udowodnié, ze kolumny macierzy C wyrazajq sie liniowo

poprzez kolumny macierzy A, to znaczy, ze rzad macierzy C nie przewyzsza rzedu macierzy A.
Twierdzenie zostato udowodnione.

OKRESLENIE 5.5.
Macierz kwadratowa stopnia n nazywa sie nieosobliwa, jesli jej rzad jest réwny n.
TWIERDZENIE 5.6.
Jedli A jest nieosobliwg macierza kwadratowa, to istniejg takie macierze elementarne U,U,...U,, ze
U\U,...U, A bedzie diagonalna.
Dowdd:

Algorytmy przeksztatcenia macierzy do stopniowanej oraz diagonalizacji macierzy, zostaty pokazane w
rozdziale1.

OKRESLENIE 5.6

Dowolna macierz diagonalna D, ktora zostata otrzymana z macierzy A przez pomnozenie macierzy
elementarnej, nazywa sie postacig diagonalng macierzy A.

LEMAT 5.1

Jesli macierz A=U\U,...U, , gdzie U, - macierz elementarna, to A posiada macierz odwrotna, przy czym
A'=W W,.. W, oraz W.=U,' , —macierz elementarna.
Dowod:

Poprzez bezposrednie sprawdzenie mozna sie przekona¢, ze AW W ,...W = E, to znaczy macierz

W.W,...W, jest odwrotna do macierzy 4. Zgodnie z wtasnoscig 3.2, macierz W, jest elementarng i=1, 2,

o K.
Lemat zostat dowiedziony.



TWIERDZENIE 5.7

Macierz kwadratowa A4 stopnia n posiada macierz odwrotng wtedy i tylko wtedy, gdy macierz 4 jest
nieosobliwa.

Dowdd:
Warunek konieczny

Niech macierz 4 posiada macierz odwrotng. Wtedy istnieje taka macierz X, ze AX=XA=E. Oczywiscie
rzad macierzy jednostkowej E wynosi n, rzad macierzy 4 nie przewyzsza n (w ukladzie wektorow—wierszy
macierzy A jest doktadnie n elementow). Z drugiej strony rzad macierzy E, zgodnie z twierdzeniem 5.5, nie
przewyzsza rzedu macierzy 4. Dlatego rzad macierzy A4 jest rowny n oraz 4 jest nieosobliwa.

Warunek wystarczajacy

Niech 4 — macierz nieosobliwa. Zgodnie z twierdzeniem 5.2, V\V,...V, A=D, gdzie D — macierz
diagonalna, w ktérej wszystkie n elementéw przekatnej gtéwnej jest rézne od zera (rzad macierzy A4 jest
réowny n). W tym przypadku macierz D posiada macierz odwrotng. Niech D™ - macierz, odwrotna do
macierzy D. Wtedy D'V ,V,...V, A=E. Zatem macierz 4 posiada macierz odwrotng 4~'=DV,'V,...V, .
Twierdzenie zostato udowodnione.

5.2 Wyznacznik macierzy
OKRESLENIE 5.7

Permutacjg (podstawieniem) liczb naturalnych 1, 2, ...,n nazywa sie tabele postaci:

12...n ) o )
o gdzie i, €l,..,n i j, #i dlaj#k. (5.2)
i1y ...0

Liczbe n nazywa sie stopniem permutacji (podstawienia).

W ten sposdb, pierwszy wiersz permutacji zawiera wszystkie liczby naturalne od 1 do n, w porzadku
rosnacym, a drugi wiersz — te same liczby, ale w innym porzadku.

Kazda permutacja okresla odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne 1...n w sobie.

Obok terminu «podstawienie» bedziemy uzywaé terminu «przestawienie» (oba terminy oznaczajg
permutacje przyp. ttum). Tym samym podkreslamy, ze drugi wiersz podstawienia (lub przestawienia) mozna
otrzymac poprzez przestawienie miejscami elementéw pierwszego wiersza. O ile w permutacji stopnia n
pierwszy wiersz zawsze jest taki sam, to mozna zamiast zapisu (5.2) zastosowac tylko zapis drugiego

wiersza - (i, 1, ...1,).
OKRESLENIE 5.7

12..i.j.n

12...j.i.n

Transpozycja oznacza zamiane miejscami dwoch elementéw. Oczywiscie, mozna dokona¢ dowolnego
przestawienia, dokonujgc kolejno kilku transpozycji. Nie bedziemy tego udowadniac.

OKRESLENIE 5.8

Permutacje typu ( j nazywa sie transpozycjg (przestawieniem) elementéw (i innych).

Permutacja (l'1 Iy . in) nazywa sie parzysta, jesli mozna jej dokonac przy pomocy parzystej liczby
transpozycji.

Permutacja (i, i,...1,) nazywa sie nieparzysta, jesli mozna jej dokona¢ przy pomocy nieparzystej liczby
transpozycji.

UWAGA

Ogodlnie rzecz ujmujgc, permutacji mozna dokonaé, dokonujac transpozycji réznymi sposobami.
Dlatego nalezy udowodni¢, ze okreslenie 5.8 jest poprawne. Liczba transpozycji, przy pomocy ktérych
mozna otrzymac¢ dang permutacje, jesli nie udowodni sie czegos$ przeciwnego, moze rézni¢ sie parami.
Jednak w teorii permutacji dowodzi sie, ze okreslenie parzystosci permutacji jest poprawne.

Wprowadzimy teraz nastepujace oznaczenia:



Dla dowolnej permutacji (i i, ...7,) oznaczymy

B 1, gdy permutacja (i i,...i,) parzysta ; (5.3)
(LR gdy permutacja (i, i,...i,) nieparzyst a.
Zbidr wszystkich permutaciji stopnia n oznaczymy przez §, . Nietrudno udowodni¢ metoda dedukgji

matematycznej, ze liczba elementéw zbioru S, réwnasign!: | S, |=n!.
Niech teraz 4 = (&) — macierz o wymiarze nxn.

OKRESLENIE 5.8
Wyznacznikiem macierzy A nazywa sie skalar

4= D&, ., oo . (5.4)

(iy iy .0 )ES,

Podkresimy, ze warto$¢ wyznacznika jest poprawna tylko dla macierzy kwadratowych.

Zwréémy uwage na lewg czes¢ wzoru (5.4). Wyznacznik macierzy 4 oznacza sie przy pomocy
prostego nawiasu: | 4|. Uzywa sie takze symbolu: det(4).

Wzér wyznacznika jest suma, ktéra zawiera n! sktadnikow. Kazdy skfadnik jest iloczynem n
elementéw macierzy 4, przy czym kazdy z elementéw pochodzi z wikasnego wiersza i z wtasnej kolumny. W

sktadniku «;; @, .., element «; nalezy do pierwszego wiersza, element «, nalezy do drugiego

wiersza, przy czym jego kolumna nie jest kolumng pierwszego elementu, element ;. nalezy do trzeciego

wiersza, przy czym jego kolumna nie jest kolumng ani pierwszego, ani drugiego elementu, itd. Na koniec,
kazdy sktadnik znajduje sie w sumie (5.4) ze znakiem plus lub minus. Jesli permutacja (i, i,...7,) jest

parzysta, to sktadnik @ @,, ..«t,; znajdzie si¢ w sumie ze znakiem plus, jesli nieparzysta — ze znakiem

minus.
Rozpatrzymy jako przyktad wzér wyznacznika 3x3 macierzy A:

o, 0y Oy
A=|0y Oy Oy | =0 Oy Oy — Oy Olyy gy = Oy Oy Oy +

Oy O Oy

T Q3 O3 = Q3 Uy Ay Q32 Oy Oy
Aby okresli¢ znaki sktadnikéw, rozpatrzymy 3! = 6 permutacji indekséw (1, 2, 3):
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1), (3,1, 2), (3, 2, 1).
Permutacje (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2) sg parzyste. Odpowiadajgce im sktadniki posiadajg znak plus.
Permutacje (1, 3, 2), (2, 1, 3), (3, 2, 1) sg nieparzyste. Odpowiadajgce im sktadniki posiadajg znak minus.
Zatem:
det(A) = @,0,,0s; + 03000y, + 030,03, —
T OOy — OG0 Oy — 0300

Poniewaz obliczanie parzystosci danej permutacji jest niewygodne, zastosujemy wygodniejsze
oznaczenie wyznacznika.

OKRESLENIE 5.9

Minorem rzedu k macierzy A nazywa sie wyznacznik macierzy B o wymiarze kxk, ktory sktada sie z
wyodrebnionych k wierszy i kolumn macierzy A, rozmieszczonych w takim samym porzadku jak i w macierzy
A.

Rozpatrzymy teraz minory rzedu n-1, ktére otrzymuje sie z macierzy A poprzez wykluczenie
pierwszego wiersza i j-tej kolumny A, dla wszystkich j od 1 do n. Oznaczymy je przez 4,,,4,,,..., 4,,-

Minory te bedziemy nazywaé minorami pierwszego wiersza.
TWIERDZENIE 5.8



det(d) = A, — Ay +.. A (D) oy A+ 4+ (D), 4, (55)

Dowdd:
a, .
W sumie (5.4) dla kazdego elementu 1-go wiersza  zgrupujemy wszystkie sktadniki, ktére

. 24
zawiera mnoznik /. Otrzymamy:

Det(A):Zalij. Nietrudno zobaczy¢, ze sumy B, z doktadnoscia do znaku sg minorami

I
A,,A4

I D |

Aby usci$li¢ znaki sktadnikéw w sumie (5.5), rozpatrzymy zbiér wszystkich podstawiern S, . Niech

In -

Sf— podzbiory S, , ktére zawieraja wszystkie podstawienia postaci (j,i, 7;...7,) dla j=1,...,n.

Sn=Si quu...uS:

Zauwazmy, ze podstawienia z S/ odpowiadajg sktadnikowi 0‘11141_/- Z drugiej strony, znak sktadnika w
minorze A4, ; lest okreslony parzystoscig podstawienia (i,1;...1,). To podstawienie zostato otrzymane z
(J,i,1;...1,) poprzez rugowanie indeksu j. Wstawimy do podstawienia (i, i, ...7,) indeks j na j-te miejsce.

Poniewaz | znajduje sie teraz na ,swoim” miejscu, parzysto$¢ podstawienia (CLRRVERS)

pokrywa sie z

parzystoscig U "'l”). W ten sposob przestawilismy indeks j z 1-go na j-te miejsce. Poniewaz mozna to
a, A .

zrobié przy pomocy j-1 transpozyciji, sktadniki ~ /" ''/ wchodzg w sktad sumy (5.5) z plusem, jesli j —1 jest

parzyste lub z minusem, jesli j-1 jest nieparzyste. Twierdzenie zostato udowodnione.

5.3 Wyznaczniki i przeksztalcenia elementarne.
Sformutujemy teraz kilka wtasnosci wyznacznikéw, ktére sg bezposrednimi nastepstwami okreslenia. (5.8).

Wtasnos$c 5.1
det(A4) =det(A4")
Dowdéda:
Nietrudno zauwazy¢, ze wzor wyznacznika (5.4) nie zmieni sig, jesli transponuje sie macierz A.
Uwagi

Z wiasnosci 5.1 wynika, ze w teorii wyznacznikdw wiersze i kolumny macierzy biorg udziat w réwnym
stopniu. Jesli w pewnym rzeczywistym stwierdzeniu o wyznaczniku macierzy zamieni sie stowo ,wiersz” na
.kolumna”, to stwierdzenie to pozostanie prawdziwe.

Wiasnosc 5.2

det(4) =0

Jesli macierz A zawiera wiersz (kolumne) zerowy, to
Dowdd:

W tym przypadku kazdy ze sktadnikdédw sumy (5.4) bedzie miat 0 w jednym z czynnikow.
Wtasnos$c¢ 5.3

Jesli jeden z wierszy (kolumn) macierzy pomnozy sie przez skalar & | to wyznacznik tej macierzy
zostanie pomnozony przez ten skalar.

Dowdd jest oczywisty.
Wtasnosc 5.4
Jesli w macierzy sg réwne wiersze (kolumny), to wyznacznik tej macierzy réwna sie zero.

Dowaod:



Zatozmy, ze w macierzy A sg réwne j-ty i k-ty wiersze. Rozpatrujemy skfadniki w okre$leniu 5.8:

& iz...j...k...i,,ali]"'ajij"'akik'“anin i & iz...k.“j...i,,alil"'akik"'aji/'“anin

. - . . . aﬁ, = akj
Poniewaz zgodnie z zatozeniem g k
O o Ly oy e By Oy oo Oy o Ly o

ni,

" . Nastepnie, przestawienie indekséw jednego ze sktadnikdow
l..i.j.n

, iloczyny elementéw macierzy w tych sktadnikach sg rowne:

mozna otrzymac z przestawienia indeksow drugiego (1 oo ’J To znaczy, ze =Skt = L ik fedy
Zatem, rozpatrywane sktadniki mnozg sie. Na skutek dowolno$ci rozpatrywanej pary, cata suma (5.4) réwna
sie zero.

Wiasnosc 5.5

Jesli w macierzy zamieni sie miejscami dwa wiersze (kolumny), to wyznacznik macierzy zmieni swoj
znak na przeciwny.

Dowdd jest analogiczny do poprzedniego.
Wiasnosc 5.6

Stosujgc wtasnosé 5.5, mozna uogoélni¢ wzér (5.5), rozktadajac wyznacznik wedtug minoréw i-go
wiersza:

det(4) =D (-1 a4,
= (5.6)
Dowdd jest bezposrednim nastepstwem twierdzenia 5.8 oraz wiasnosci 5.5..

Wiasnosc 5.7

Jesli na wierszach (kolumnach) macierzy dokona sie przeksztalcenia elementarnego E/(ﬂ), to
wyznacznik macierzy nie zmieni sie.

Dowad:
Zastosujemy wzoér 5.6 do i-ego wiersza przeksztatcanej macierzy A

detl) =Y (o + )y YD ad, YD A,

= k=l + k=l

det(4) = i(_l)Hk (a +Aa) 4y i(_l)i+k/10§k4k

+ k=1

_ det(A4)

Z(—l)”klajk/],k = /lz (—l)i+kajkAik =A-0=0, poniewaz suma ta jest wyznacznikiem macierzy z
k=1 =1

jednakowymi wierszami i-tym oraz j-tym. Dlatego det(A4') = det(A).
OKRESLENIE 5.10

Wyznacznikiem algebraicznym A'if elementu % macierzy kwadratowej A nazywa sie wyrazenie
(1" 4,
Przy pomo.cy dopetnienh algebraicznych mozna przeksztaici¢ wzor (5.6):

det(4) =D a4,
= (5.7)

Wtasnosc 5.8

Wyznacznik macierzy diagonalnej réwna sie iloczynowi jej elementéw diagonalnych.
Dowdd jest oczywisty.

Wiasnosc 5.9



Suma iloczynéw elementéw dowolnego wiersza (kolumny) macierzy A i dopetnien algebraicznych
elementow drugiego wiersza (kolumny) rowna sie zero.

Dowdd:

Rozpatrzymy sume ZairAir . Niech B — macierz, ktéra zostata otrzymana z macierzy A poprzez
r=1

Zmiane wiersza 0 humerze j na wiersz o numerze i; inne wiersze macierzy A i B sg takie same. Wyznacznik

macierzy B rowna sie zero, bowiem wiersze i-ty i j-ty tej macierzy pokrywajag sie. Z drugiej strony, dopetnienia

algebraiczne dla odpowiednich elementéw j-go wiersza macierzy A i B réwniez sg zgodne. Zgodnie z

okredleniem 5.10 mamy

> a,4, =0. (5.8)
r=l1

Algorytm obliczania wyznacznika macierzy

Wiasnosci 5.2 - 5.7 okreslajg algorytm obliczenia wyznacznika macierzy kwadratowej. Jest to algorytm
diagonalizacji macierzy. Zauwazmy, ze potrzebuje on znacznie mniejszych obliczen, niz algorytm obliczania
,zgodnie z okresleniem”, to znaczy: ze wzoru (5.4) lub (5.5).

TWIERDZENIE 5.9
| Macierz kwadratowa jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy jej wyznacznik jest rézny od zera.
Warunek konieczny.

Jesdli A — macierz kwadratowa stopnia n jest nieosobliwa, to zgodnie z okresleniem jej rzad (stopien)
rébwna sie n, a to znaczy, ze wszystkie elementy diagonalne w jej postaci diagonalnej sg rézne od zera,
poniewaz posta¢ diagonalna jest macierza stopniowa. Wobec tego wyznacznik macierzy A, rowniez jest
rézny od zera.

Warunek wystarczajacy.

Jesdli wyznacznik macierzy kwadratowej A nie réwna sie zero, to jej posta¢ diagonalna jest macierzg
stopniowg. Poniewaz wyznacznik macierzy A nie jest rowny zeru, to w jej postaci diagonalnej nie ma wierszy
zerowych. Zatem jej rzad réwna sie n i zgodnie z okresleniem macierz A jest nieosobliwa.

Twierdzenie zostato udowodnione.

TWIERDZENIE 5.10

Wyznacznik iloczynu macierzy réwna sie iloczynowi wyznacznikéw tych macierzy:

det(A4B) = det(A) * det(B)
Dowaod.

Wystarczy te wlasnos¢ udowodni¢ dla dwéch czynnikéw A i B. Jesli jedna z macierzy jest osobliwa,
na przyktad A, to zgodnie z twierdzeniem 4.5 osobliwa bedzie takze macierz AB. Dlatego |AB|=0, |A||B|=0. W
tym przypadku dana wiasnos¢ jest prawdziwa.

Niech A i B macierze nieosobliwe. Sprowadzimy macierz A poprzez przeksztatcenia elementarne do
postaci diagonalnej d. Kolejnos¢ przeksztatcen elementarnych okresla takg macierz L, ze LOA = d.
Rozpatrzymy macierz LIJAL1B. Poniewaz przeksztatcenia elementarne nie zmieniajg wyznacznika macierzy,
|[ADOB| = | LOI(ADB)| = | (LTIA)DIB)).
Poniewaz macierz LA jest diagonalna, wystarczy udowodni¢ twierdzenie dla przypadku, gdy macierz A jest

d 0 .. 0Y(b, b, .. b, (db, db, .. db,

1n

0 dy o O||by by o by | |dby db, .. db,

db, .. dp

nn

d ) \b

diagonalna. 0 0 .. d, w b o b db

nn n~nl

Zgodnie z wilasnoscig 5.3 przy obliczaniu wyznacznika otrzymanej macierzy skalary dy>-...d, mozna
wynies¢ poza wyznacznik jako czynniki:

det(4-B)=d, -...-d, - det(B) = det(A) - det(B)
Twierdzenie zostato udowodnione.



Uwagi

det(AB) = det(4) * det(B)

Wzor jest tozsamoscig algebraiczng. Zatem mozna go udowodni¢ poréwnujac

@y, By

jego prawg i lewg czesci oraz rozpatrujgc je jako wielomiany ze wspétczynnikami jako zmiennymi

(wspotczynnikami nieokreslonymi).
TWIERDZENIE 5.11

A

o . ; ; . . -1 .
Jesli macierz A posiada macierz odwrotng, to wyznacznik macierzy A réwna sie

Dowaod:

det(A)-det(4™") =1 stad

Poniewaz 4 - A=E i wyznacznik macierzy jednostkowej rowna sie 1, to

-det(A™") = det(A4)™

Twierdzenie zostato udowodnione.

TWIERDZENIE 5.12.
| Rzad macierzy rowna sie najwiekszemu z rzedow jej minoréw, ktdre nie sg rowne zero.

Dowdd:

Niech k rzad macierzy A o wymiarze m x n; 1<k <m 1<k <n_uUdowodnimy, ze dowolny minor
macierzy A rzedu wiekszego od k réwna sie zero. Niech s>k i B — macierz o wymiarze sxs, ktéra sktada sie z
niektorych s wierszy oraz s kolumn macierzy A. Poniewaz s>k sg wierszami macierzy A, z ktérych skfada sie
macierz B, to sg liniowo zalezne. Wtedy oczywiscie, wiersze samej macierzy B takze sg liniowo zalezne, a

jej wyznacznik réwna sie zero. Zatem, minor rzedu s>k réwna sie zero. Udowodnimy teraz, ze w macierzy A
istnieje minor rzedu k, ktéry nie réwna sie zero. Poniewaz rzad macierzy A réwna sie k, to istnieje k wierszy

liniowo niezaleznych macierzy A. Zestawimy z nich macierz Al; wymiar macierzy A réwna sie kxn.

Oczywiscie, rzad macierzy 4, takze réwna sie k. Dlatego w macierzy 4, znajduje sie k liniowo niezaleznych
kolumn. Zestawimy z tych kolumn macierz B o wymiarze kxk. Rzad macierzy B takze wynosi k i zgodnie z
twierdzeniem 4.7, jej wyznacznik, ktory takze jest minorem macierzy A k-go rzedu, nie réwna sie zero.

Twierdzenie zostato udowodnione.
TWIERDZENIE 5.13.

o a, . . . A, . . a, .
Jesli A=( Y ) — nieosobliwa macierz kwadratowa, ¥ — dopetnienie algebraiczne elementu ¥, to macierz

A™" ma postac:

All A21 Anl
AIZ A22 AnZ
1.
A—l - ’A’ Aln An2 Ann (59)
Dowad:
o4 ; - t; . . . t, i Uy
Jesli 4 1=(u” ), A4 : =(Y ), to zgodnie z zasadg mnozenia macierzy Y= k=l "=
n A
A £

=" 14l zgodnie z (5.7), (5.8), 7 =1, gdy i=j oraz "7 =0, gdy 7/ . Przeciez A4 =E.
Twierdzenie zostato udowodnione.

Algorytm obliczania macierzy odwrotnej

Twierdzenie 5.13 okresla macierz odwrotng w postaci jawnej, to znaczy okreslong wzorem. Tym
niemniej zastosowanie tego wzoru, jako algorytmu obliczania macierzy odwrotnej nie jest racjonalne,
bowiem wymaga znaczacych obliczen. Jak, praktycznie, wszystkie algorytmy tej ksigzki, tak algorytm
odwracania jest w istocie, algorytmem diagonalizacji macierzy. Wymaga znacznie mniejszych obliczen niz



algorytm obliczania ,zgodnie z okresleniem”, to znaczy wedtug wzoru (5.9). W rozdziale 11 podano przyktad
zastosowania tego algorytmu. Teraz ujmiemy go w postaci ogoéine;.

W celu obliczenia macierzy odwrotnej do macierzy kwadratowej A,

o, o, .. o,
A — a21 a22 o a2n
a, a, .. A

nn

1. utworzymy rozszerzenie tej macierzy w postaci:

o, o, .. «a, 1 0 .. 0
o, Oy .. a, 0 1 .. 0
a, o, .. a, 0 0 .. 1

Macierz ta jest wyjsciowg dla algorytmu.

2. Poprzez przeksztatcenia elementarne bedziemy przeksztatca¢ podstawows (lewa) potowe tej macierzy
w macierz jednostkowa.

3. Jesli proces diagonalizacji odbedzie sie do konhca, to w miejsce macierzy wejsciowej otrzymamy
macierz

1 O 0 ﬂll ﬂ12 ﬂln
0 1 0 ﬁ21 ﬂzz ﬁZH

00 .. 1 B, B -« B,
Wyjscie:

ﬂll ﬂl2 ﬂln
S = ﬂZI ﬂzz ﬂ2n

B Bn o B

W przeciwnym przypadku macierz A nie ma macierzy odwrotnej.



Rozdzial 6. Operatory liniowe
Niech U — skohczona n-wymiarowa przestrzen nad pewnym ciatem F.
OKRESLENIE 6.1

Operatorem liniowym, ustanowionym w przestrzeni U, nazywa sie odwzorowanie ¢
przestrzeni U w sobie, ktdre spetnia nastepujace warunki:
1.Dla dowolnych wektoréw a, , a, €U,

pay+ay)= p(a )+ p(ay )
2.Dla dowolnego aeU i dowolnego A €F,

p(Aa)y= p(a).
PRZYKLADY

1) Niech U — dowolna przestrzerr wektorowa nad ciatem F'i a €F . Niech go(;t =a u dla dowolnego

uel. @ — operator liniowy, ktory istnieje w przestrzeni U.

2) Niech U — zbiér wielomiandw stopnia nie wyzszego niz n nad ciatem liczb rzeczywistych R. Niech
o(f(x))=f (x), gdzie f(x) eU .Z whasnosci dziatan rézniczkowania wynika, ze ¢ — operator
liniowy, ktory istnieje w przestrzeni U.

Najprostsze wlasciwosci operatoréw liniowych

1. Jesli ¢ — operator liniowy, ktory istnieje w przestrzeni U, to (/)(6 )=0.

Rzeczywiscie, ¢(0)=¢(0a)=0¢p(a)=0.

k _ k -
1) oD aui )= a,p).
i=1 i=1

Wynika bezposrednio z okreSlenia operatora liniowego. Wiasno$¢ 2 oznacza, ze
odwzorowanie operatora liniowego w przestrzeni U jest jednoznacznie okreslone jego odwzorowaniem
w bazie przestrzeni. Co wiecej, takie twierdzenie jest stuszne.

TWIERDZENIE 6.1

Niech {él,éz,...,;n} — baza przestrzeni wektorowej U nad ciatem F oraz {;ll, ;lz, ey Zln} — dowolny
uktad wektorow tej przestrzeni. Wtedy istnieje jedyny operator liniowy ¢ przestrzeni U, dla ktérego ma
miejsce réwnosc¢: gp(é,»)= ;t;, i=1,2,...,n.

Dowéd:

Niech x €U, x - dowolny wektor. Wtedy x=2aiei, zatozymy, ze go(x)=2al.u,-.
i=1 i=1

Bezposrednio sprawdza sie, ze odwzorowanie ¢ przestrzeni wektorowej U w sobie odpowiada
warunkom 1 i 2 okreslenia wektora liniowego, przy czym gp(é[)= ;l[, i=1, 2, ..., n. Zatem, @ — operator
liniowy, ktory istnieje w przestrzeni U. Operator U o danych wiasnosciach jest jedyny, co jest
oczywiste.
OKRESLENIE 6.2

Jadrem operatora liniowego @, ktory istnieje w przestrzeni U, nazywa sie zbior wszystkich
wektoréw z U, z ktorych kazdy poprzez operator ¢ odwzorowuje sie w wektor zerowy.
TWIERDZENIE 6.2

Jadro operatora liniowego ¢, kiory istnieje w przestrzeni U nad ciatem F, jest podprzestrzenig
przestrzeni U.
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Dowdd:

Niech V' — jadro operatora liniowego ¢. Zgodnie z wtasnoscig 1, OelV ,to znaczy V — zbiér niepusty.

Jesli wy €V, up €V, a €F, to @(u+ur)=@(u)ro(uz)0;0(a w1)=a p(u)= o 0=0.
Zgodnie z twierdzeniem 3.2, V' — podprzestrzen przestrzeni

U.

OKRESLENIE 6.3.

Defektem operatora liniowego nazywa sie wymiar jadra tego operatora.
OKRESLENIE 6.4.

Obrazem operatora liniowego @, ktéry istnieje w przestrzeni U nad ciatem F, nazywa sie zbior
S wektorow u €U takich, ze u=¢(a), dla pewnego a €U .

Obraz operatora liniowego ¢ bedziemy oznacza¢ przez Im ¢ ={¢)(;t | u eU}.
TWIERDZENIE 6.3.

Obraz operatora liniowego @, ktory istnieje w przestrzeni U nad ciatem F jest podprzestrzenig

przestrzeni U.
Dowéd:

Zgodnie z wiasnoscig 6.1 0 € Im ¢, dlatego Im ¢ — niepusty. Niech = Imge, ur €lm o,
A €F . Zgodnie z okresleniem obrazu operatora liniowego ¢, w przestrzeni U istniejq takie wektory
;}1, {/2, ze ;li=(0(\71i ), i=1,2. Wtedy ;ll+;lz=$(;1+\7/2)6 |m¢, A ;l]_:i go(;l)=(p(/1v_1) € |m¢
Zgodnie z twierdzeniem 3.2, Im ¢ jest podprzestrzenig przestrzeni U.
OKRESLENIE 6.5.

Wymiar obrazu operatora liniowego ¢, ktory istnieje w przestrzeni U, nazywa sie rzedem
operatora ¢@.
TWIERDZENIE 6.4.

Suma rzedu i defektu operatora liniowego ¢, ktory istnieje w przestrzeni U nad ciatem F, réwna sie

wymiarowi przestrzeni U.
Dowdd:

Niech V' — jadro operatora liniowego ¢ i {él, éz, ey é,,,} - baza przestrzeni V; tutaj m — defekt
operatora liniowego ¢, m <n, gdzie n — wymiar przestrzeni U. Zgodnie z wnioskiem 3.4, baze

podprzestrzeni U mozna dodac¢ do bazy catej przestrzeni U; niech {21, 22, ey ém 71, 72,...,?n_m} -

baza przestrzeni U. Niech éﬁ(p(?[), i=1, 2, ..., n-m, i udowodnimy, ze {él,éz,...,émm}- baza

podprzestrzeni Im¢. Niech Z)/igi:@; wtedy Zyigo(?i):@, lub ng()/i?i):
i=1 i=1 i=1

n—m

CD(ZVZ-?):G- Dlatego Z}/i?i e, a znaczy 2717[ =Zﬁj;j , lub
i=1 i=1 i=1 j=1

Z;/l.fl&Z(—ﬂj)gj:@.Tak jak{ew, ez, ...,em fifpenf,} — baza przestrzeni U, to
i1 =

wszystkie wspotczynniki w otrzymanej kombinacji liniowej réwnajg sie zeru. Na przykiad,
Y,=V,=..=y,, =0.Dlatego uktad wektoréw {g,.g,,-.,g, ,} iest liniowo niezalezny. Niech

n—m

ﬁelm(o. Wtedy u=¢@(v), dla pewnego v eU; ;=Z/1jéj+2ai?i. Dlatego
= -1

ﬁ=gp(;)=¢(leé;+Zaji )=Zal.§i, poniewaz ¢(leé,- )=0. Zatem, _ — maksymalnie
j=1 i=1 i=1

Jj=1
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liniowo niezalezny uktad wektoréw Im¢. Dlatego rzad r operatora ¢ wynosi n-m; r=n-m. Stad
r+m=n. Twierdzenie udowodnione.

OKRESLENIE 6.6.
Niech @, @, - operatory liniowe, ktore istniejg w przestrzeni U nad ciatem F. Sumg @, + ¢,,

réznica ¢,-@,, iloczynem A ¢, przez skalar A operatora ¢, oraz iloczynem ¢, @, operatorow @; i
@, nazywa si¢ odwzorowania przestrzeni U w sobie, okreslone zgodnie ze wzorami dla dowolnego
uel:

(B+@)u )= (u )+ @y (1)

(¢1'¢2)(a)=¢1(;’)'(02(;l)?

(A @)u)=2 gy(u),

(0 @) ()= (@, (u)).
TWIERDZENIE 6.5.

Wszystkie odwzorowania, dane w okresleniu 6.6, sg operatorami liniowymi, ktore istniejg w
przestrzeni U nad ciatem F.
Dowod:

Udowodnimy twierdzenie, na przyktad: dla odwzorowania @, @,.
1) Niech A €F , uy, u, €U .
Wtedy ()1 + 12 )= (0, (s + 12 )= Py (@ (102)*+ 5 (112 )=
=P (@,(10)* P (P, (12)=( ) (s (34, 0, (42).

2) P@(Aw)= (@A u)=0 (A @(11)=2 G (@ ()= A (@ @,)(ur).
Dlatego ¢, @, — operator liniowy, ktory istnieje w przestrzeni U nad ciatem F.
OKRESLENIE 6.7.

Niech {él,éz,...,én}— baza przestrzeni liniowej U, ¢ - operator liniowy, ktéry istnieje w tej

przestrzeni i (0(;] )=Zaij;i 51,2, ..., n.

j=1
Ay A . ay,
Macierz A= _| %1 Gy - Gy, : . tora lini Ktory istniei
acierz A=(a,; )= nazywa sie macierzg operatora liniowego @, ktory istnieje w
a, a, .. 4,
przestrzeni U, w bazie {ei,ez,...,e,}. Z okreslenia macierzy operatora liniowego ¢ w bazie

{él,;ez,...,én} wynika, Zze Kkolumny tej macierzy sg wspotczynnikami rozktadu wektoréw

p(e), p(ez),..., p(e,) zgodnie z baza {ei, ez,..., €.}
TWIERDZENIE 6.6.

Jesli A, — macierz operatora liniowego ¢, i=1, 2, ktdry istnieje w przestrzeni U, w bazie

{ei,e2,...,e,}, to macierzami operatoréw liniowych @ +@,, @-@,, A @,, ¢, @, beda odpowiednio
A+A,, A-A,, L A, A, A,.

59



Dowdd:

Jesli  A4,=(A;) — macierz operatora liniowego ¢, w bazie {e1,€,...,€,}, to
¢(;j )=z/1i/gi . Symbolami bedziemy to zapisywac nastepujgco:
j=1

(Aer), Aez),...,He.) )=(en,er,...,e.) A, .
Analogicznie, (@(e1), p(e2),..., e.))=(ex,ez,...,e,)A,. Diatego ((@,+@,)(e1).(@+@,)(ea),
(@) en))=
=(@(e )t p(en). glea)t py(er) ... pien)t py(en) =
(@i(e1). pi(€2), .. P(e))* HPy(e1), Py(€2), ... Pylen))=
(en,€2,...,e,) A, +(ew, e,...,e.) A, =(e1,e,...,€,)( Ay + A,).

Tutaj wykorzystane sg witasnosci dziatah na macierzach, ktére sg zachowane takze w
przypadku, gdy elementami macierzy-wiersza sg wektory przestrzeni U. W rezultacie z otrzymane;j

rownosci wynika, ze A,+ A, bedzie macierzg operatora liniowego ¢+ @,. Analogicznie dowodzi sig

twierdzenia dla operatorow ¢,-¢, i A ¢,. Rozpatrzmy teraz operatora ¢ @,. Jesli Al=(/1ij),

A,=( ), to

(o (02)(;16 = o ( (Dz(ék )= (Dl(zluik e )= Z ﬂik(/’l(éi) = Z M Z iji;i = Zzluik/lﬁéi =
= = = -1

i=1 j=1

n n
=Z(z ,uikxlﬁ)ei. Jesli B=(ﬂy.) — macierz operatora liniowego @, @,, to z otrzymanej réwnosci
=1 j=1

wynika, ze S, = z My ﬂﬁ , to znaczy B=4, 4,. Wynika to z okreslenia iloczynu macierzy.
j=1

Twierdzenie zostato udowodnione.

Rozwigzemy teraz nastepujgce zadanie:

Niech {e1,e2,...,e,} — baza przestrzeni U, w ktorej istnieje operator liniowy ¢. Znane sg
wspotrzedne wektora uw tej bazie. Nalezy znalez¢ wspétrzedne wektora (0(;1) w danej bazie. Jesli
(11,712,...,1,7) — wspotrzedne wektora uw danej bazie, to ;t=21i;1. Symbolami mozna to

i=1

zapisac tak:
ﬂ’l

;=(é1,é2,---,én) 4
ﬂ'k

Z wtasnosci 6.2 operatoréw liniowych wynika, ze:
ﬂ’l

p(u)=Y Loe)=(p(e1),p(ez), ... p(en))| 42

i=1
Ay

Niech 4 — macierz operatora ¢ w tejze bazie {él, éz,...,én}. Wtedy:
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o bd =

A A
- - - - - - A
p(u)=(p(e), p(e2), ... p(en))| 42 |=(en,ez,... €4)A| 2
ﬂ’k ﬂ’k

Stad wynika, ze wspotrzedna kolumna wektora (p(;t) w bazie {él, éz,...,é,,} jest iloczynem

macierzy operatora @ i kolumny wspétrzednych wektora uw tej bazie.
TWIERDZENIE 6.7.

Rzad operatora liniowego ¢, ktory istnieje w przestrzeni U, réwna sie rzedowi macierzy tego

operatora w dowolnej bazie przestrzeni U.
Dowéd:

Niech {él,éz,...,én} - pewna baza przestrzeni U, A4 — macierz operatora ¢ w tej bazie.
Oczywiscie {go(él),(p(éz), go(é,,)} — uktad tworzacych przestrzeni Im¢@. Dlatego poziom
operatora ¢ jest rowny poziomowi uktadu wektorow {gp(él),gp(ég), gp(én)}. Niech

z A,¢(e;) =0; wtedy:

i=1

470

(p(e1). @(e2). . plea)| %2 |=| O],

A 0
lub (en,es,...,e0) 4| 72 | = 0
A, 0
Poniewaz {ei, es,..., e, } — baza przestrzeni U, to

A 0

4 A, |- O

A, 0

Jesli {le, 212, cen Zzn} — uktad wektoréw-kolumn macierzy A4, to z otrzymanej rownosci wynika,

ze Zﬂiai =0. Oczywiscie, ze z drugiej wspoizaleznosci wynika pierwsza. Zgodnie z lematem 3.4
i=1
rzedy uktadow {a1, az,..., a,} i{@(e1), @(e2), ..., (e, )} sarowne.
Twierdzenie zostato udowodnione.
TWIERDZENIE 6.8.
Niech U — przestrzerh wektorowa nad ciatem F, ¢ - operator liniowy, ktory istnieje w przestrzeni U.

Nastepujace twierdzenia sg rownowazne:
Odwzorowanie @ jest iniekcyjne;

Defekt operatora ¢ jest rowny zeru;
Rzad operatora ¢ réwna sie wymiarowi przestrzeni U;
Odwzorowanie @ jest sjurjekcyjne.
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Dowdd:

Jedli ¢ — odwzorowanie iniekcyjne, to jadro ¢ skifada sie z jednego wektora zerowego.
Dlatego defekt operatora ¢ réwna sie zero. Zatem warunek 1 pocigga za sobg warunek 2. Jesli
spetniony jest warunek 2, to zgodnie z twierdzeniem 6.4 rzad operatora @ réwna sie wymiarowi
przestrzeni U, to znaczy z 2 wynika 3. Jesli spetniony jest warunek 3, to Im@ c U, przy czym
wymiary przestrzeni sg réwne. Dlatego Im¢@ =U oraz odwzorowanie ¢ - sjurjekcyjne, to rzad
operatora ¢ rowna sie wymiarowi przestrzeni U, to znaczy: defekt ¢ réwna sie 0 i odwzorowanie @

jest iniekcyjne. Zatem, z warunku 4 wynika warunek 1. Twierdzenie zostato dowiedzione.
Na koniec, wyjasnimy jeszcze jedno zagadnienie. Niech 4 — macierz operatora liniowego ¢ w

bazie {él, éz,...,én}, B — macierz tego operatora w bazie {71, ?2,...,?n}. W jaki sposob macierze

A i B sg ze sobg zwigzane?

Niech f,=D> A e;,i=1,2, .., n. Jezeli T=(4,), to ([, [ ..., [, )=(ev,€z,...,€,)T. Oprocz
=1

tego, @(f )= A, p(e;), awiec, (9(f)).@(f ;) @(f,)=(@(€1), @(e2)..... @(e€,))T. Poniewaz
j=1

{71,72,...,7n} — liniowo niezalezny uktad wektoréw, to T — macierz nieosobliwa, a wiec posiada
macierz odwrotng. Dlatego (él,éz,...,én )=(?1,72,...,7’1)T"1. Zatem,

(@(f).0(f,) o o(f )@(er)ole), .. @e)T = (ene,...e)AT =
(oS g ST AT=(f f oy [ B

Stad (QQ...,O)Z(?P?Z,...,?n)(T_lAT-B). Poniewaz {71'72""'7,1}_ baza przestrzeni
U, to T 'AT=B. Macierz T nazywa sie macierza przejécia od bazy {ei,es,...,e,} do bazy
{fifps [} Macierz T nazywa sie macierza przejscia od {ei,ez,...,e,} do

\ T ETIR ¢
WYPROWADZENIE:
Macierz operatora liniowego ¢ w bazie {fl,fz,...,fn} rowna sie iloczynowi macierzy

przejscia od bazy {f,, f,,..., f .} do bazy {ei,ez,...,e.} przez macierz operatora ¢ w bazie

{El,ég,...,én} i przez macierz przejécia od {El,éz,...,én} do {71,72,...,7,1}.
OKRESLENIE 6.8.

Niech U — przestrzenn wektorowa nad ciatem F, ¢ — operator liniowy, ktory istnieje w tej

przestrzeni. Podprzestrzen WcU nazywa sie @-niezmienna, jesli go(;t)eW, dla dowolnego u ew.
LEMAT 6.1.

Jedli W — @-inwariantna podprzestrzen przestrzeni U i {él,éz,...,én 71172""17"} — taka baza

przestrzeni U, ze {21, 22, ce én} — baza podprzestrzeni W, to macierz operatora liniowego ¢ w dane;j

A
bazie przestrzeni U ma posta¢ klatkowa; [O B} , gdzie 4 — macierz ograniczenia operatora @ w W
w bazie {él, 22, veny én}.

Lemat jest oczywisty.
LEMAT 6.2.

B, O
Macierz A posiada postac klatkowa; .
0 B,
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Rozdziatl 7. Uktady réwnan liniowych

W tym rozdziale powr6cimy do rozpatrzenia uktadow réwnan liniowych i metodach ich rozwigzywania
w systemie pojec przestrzeni wektorowych.

Uktad réwnan liniowych (1.1) moze by¢ zapisany w postaci macierzowe;:

A-X=B (7.1)
a;,  dy a,, Xy b,
A=| Y2 92 Aan x=| *2 B= b,
aml amZ amn xn bm

Przypomnijmy, ze macierz A nazywa sie macierzg podstawowg uktadu, X nazywa sie kolumng
nieznanych, a B — kolumng wyrazéw wolnych.
Rozszerzona macierz U ma postac

a, A4y .. a, b
Ay Ay . Gy, b,
aml amZ amn bm

Przy pomocy terminéw teorii macierzy sformutujemy kryterium rozwigzania uktadéw réwnan
liniowych.

TWIERDZENIE 7.1 (Kroneckera-Capelli’'ego).

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym do tego, aby ukfad réwnan liniowych miat rozwigzanie jest
to, by rzad macierzy podstawowej tego uktadu réwnat sie rzedowi macierzy rozszerzonej o kolumne
wyrazéw wolnych.

Dowdd:

Warunek konieczny

Niech uktad réwnan liniowych (1.1) jest rozwigzywalny. Jezeli (y,,7,,...,7,) jest jego

n
rozwigzaniem, to Z a,y, =b,,i=1,2, ..., m. W postaci macierzowej mozna to zapisa¢ w postaci:
k=1

71
- A 72
AG=B, gdzie G=

Vi

Otrzymana relacja oznacza, ze kolumna wyrazéw wolnych B wyraza sie liniowo poprzez
kolumny macierzy A. Poniewaz wszystkie kolumny macierzy A sg kolumnami macierzy U, to ukfady
wektorow-kolumn macierzy A i U sg rownowazne. Zatem rzad macierzy podstawowej A rowna sie
rzedowi macierzy rozszerzonej U.

Warunek dostateczny

Zatézmy, ze rzedy macierzy A i U sg réwne. To oznacza, ze maksymalny liniowo niezalezny
uktad wektoréw-kolumn macierzy A jest taki sam, jak i dla macierzy U. Dlatego kolumna wyrazéw
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wolnych B jest kombinacjg liniowag kolumn macierzy A. Zatem istniejg takie liczby y,,7,,...,7,, z&

71

Yk

W ten sposob wektor (7, 7,,...,7,) €EF" jest rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych (1.1).

A zatem dany uktad jest rozwigzywalny.
Twierdzenie zostato udowodnione.

Zanim przystgpimy do badania ukfadu réwnan liniowych (1.1), rozpatrzymy najpierw
szczegolny przypadek, gdy m=n, i macierz A jest nieosobliwa. Z nieosobliwosci macierzy A wynika, ze
jej rzad jest réwny n, dlatego rzad macierzy rozszerzonej U takze jest rowny n, a dany uktad jest
rozwigzywalny zgodnie z twierdzeniem Kroneckera-Capelliego. Pomnozymy réwnosé (7.1) z lewe;j
przez macierz A A1 (AX)= A B lub (4 " A)X=A " B; to znaczy X= A " B. Z tej rownosci wynika,
ze ukfad réwnan liniowych posiada jedno rozwigzanie. Zgodnie z twierdzeniem 5.13:

All A12 AlT
14 A .o A 1
A= T T == C,, gdzie C =(4,).
Al oo e |y T 99 ST
ATl ATZ ATT
1 1B.1 . . . .
Dlatego X = — m CaB= m i=1, 2, ..., n, gdzie B, - macierz, otrzymana z A poprzez zamiane

kolumny wspodtczynnikéw przy zmiennej i, na kolumne wyrazéw wolnych B. Zatem, jesli w uktadzie
(1.1) m=n i macierz podstawowa jest rozwigzalna, to ukiad réwnan liniowych posiada jedno
rozwigzanie, ktére zapisuje sie w postaci wzorow:
_|1B:|
X;=—,
| 4]
Wzory (7.3) nazywa sie wzorami Cramera.

i=1.2,...n  (7.2).

Wzory te sg niewygodne do praktycznego rozwigzywania uktadu réwnan liniowych, ale majg
znaczenie teoretyczne. W praktyce, w celu poszukiwania rozwigzania uktadu réwnan liniowych uzywa
sie metody rugowania zmiennych, przedstawionej w rozdziale 1. Metode te nazywa sie metodg
Gaussa. Rozpatrzymy ukfad, otrzymany z (1.1) poprzez wykluczenie zmiennej x4:

auX, +a,x, +..+a,x, =b

AypX, +...+a, x, =b, 73)

a,,%X, +..+a,x, =b,

W postaci macierzowej wykluczenie zmiennej x; z 2-ej rownosci mozna realizowac poprzez
- . , ) . . -1 3T .
pomnozenie rownosci (7.1) z lewej przez macierz elementarng F,, (— a;; a,, ). Jesli a;; =0, to mozna
przestawiC rownos¢, wzigwszy za pierwszg te rownosc, w ktorej wspotczynnik przy x, nie rowna sig
zero.
Przy pomocy metody Gaussa rozwigzanie uktadu rownan liniowych z n zmiennymi sprowadza
sie do rozwigzania tego uktadu z (n-1) zmiennymi.

Przejdziemy do ogodlnego przypadku uktadu réwnan liniowych (1.1), to znaczy do przypadku,
gdy min - wolne.

TWIERDZENIE 7.2.

Zbioér rozwigzan jednorodnego ukladu réwnan liniowych z n zmiennymi jest podprzestrzenig
przestrzeni liniowej F.
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Dowdd:
Niech (A, A,,...,4,), (44, tb,..., 1,) — dwa rozwigzania uktadu jednorodnych réwnan
liniowych z macierzg podstawowg A=(aij.), i=1, 2, ..., m, j=1, 2, ..., n. Zgodnie z okresleniem

rozwigzania rownania mamy:

47 To w1 [o

A A, _ 0 WA My | _ 0

al o] lu] Lo
A +14 A4 [ 4 o 10110 10
At |l 2 i ||l 22 | a2 L 0 L] 0] 0
ari] 4 Ll 4] la] Lo] [o] o

W ten sposéb, suma dwodch rozwigzan jednorodnego ukfadu réwnan liniowych ponownie
bedzie rozwigzaniem tego ukfadu. Analogicznie dowodzi sie, Ze iloczyn wektora rozwigzania

(A4, 4,,...,A,) przez skalar ¥ €F takze bedzie rozwigzaniem danego jednorodnego uktadu réwnan

liniowych. Zgodnie z twierdzeniem 3.2 zbioér wszystkich rozwigzan jednorodnego uktadu rownan
liniowych z n zmiennymi jest podprzestrzenig F.
Twierdzenie zostato udowodnione.

TWIERDZENIE 7.3.

Wymiar przestrzeni rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan liniowych réwna sie n-r, gdzie n — liczba
zmiennych, a r — rzad macierzy podstawowej uktadu.

Dowdd:

Niech A — macierz podstawowa uktadu jednorodnych réwnan liniowych, r — jej rzad. Jesli

(A4, 4,,..., 4,) — rozwigzanie uktadu (1.1) to ma miejsce rownanie:
Al (A
A
Al 77 |= % (7.4)
A Ay

Niech {e1 = (1,0,...,0), e2 =(0,1...,0), ..., ex =(0,0,...1)} - baza przestrzeni wektorowe;

F" i @ — operator liniowy, ktory istnieje w tej przestrzeni, przy czym macierz operatora ¢ w danej

bazie rowna sie A. Ze zwiazku (7.4) wynika, ze kazde rozwigzanie uktadu réwnan liniowych (1.1)
nalezy do jadra operatora ¢ . Zgodnie z twierdzeniem 6.7 rzad operatora liniowego ¢ rowna sie
rzedowi macierzy A, to znaczy wynosi r. Z drugiej strony, zgodnie z twierdzeniem 6.4, defekt
operatora @ réwna sie n-r. Potwierdzenie danego twierdzenia wynika z tego, ze defekt operatora @

réwna sie wymiarowi przestrzeni rozwigzan uktadu (1.1).
OKRESLENIE 7.1

Fundamentalnym uktadem rozwigzan jednorodnego ukfadu réwnan liniowych nazywa sie baze
przestrzeni rozwigzan tego ukfadu.

Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze fundamentalny uktad rozwigzan jednorodnego uktadu
réwnan liniowych zawiera n-r rozwigzan, gdzie n — liczba zmiennych, a r — rzad podstawowej macierzy
uktadu.
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Zadanie fundamentalnego uktadu rozwigzan okresla catg przestrzen rozwigzan. Dlatego
zadanie wyszukania zbioru wszystkich rozwigzan jednorodnego uktadu rownan liniowych sprowadza
sie do znalezienia fundamentalnego uktadu rozwigzan.

Krotko opiszemy proces znajdywania fundamentalnego uktadu rozwigzan uktadu
jednorodnego AX=0, w ktérym rzad A réwna sie r.

1) Sprowadzamy macierz A do postaci stopniowanej przy pomocy przeksztatcen elementarnych, to
znaczy poprzez pomnozenie jej z lewej przez macierz U, ktéra posiada macierz odwrotna:
UAX=U0; (UA)X=0.

2) Macierz UA zawiera r wierszy zerowych. Zatem uktad (UA)X=0 faktycznie zawiera r nietrywialnych
réwnosci. Oprécz tego jest rownosilny z danym ukladem AX=0.

3) Macierz UA zawiera minor r-go rzedu, rézny od zera. Pozostawimy w lewych czesciach rownosci
uktadu (UA)X=0 tylko te zmienne, przy ktérych wspétczynniki wchodzg w sktad minoru r-go rzedu,
ktory nie rowna sie zero. Inne (n-r) zmienne przeniesiemy do prawej czesci rownosci i nazwiemy te
zmienne wolnymi.

4) W otrzymanym uktadzie bedziemy nadawac (n-r) wolnym zmiennym dowolne wartosci. Poniewaz
macierz, ktéra sktada sie ze wspétczynnikdw przy r zmiennych w lewej czesci, jest kwadratowa i
nieosobliwa, to dla dowolnych wartosci wolnych zmiennych przeksztatcony uktad posiada jedno
rozwigzanie.

5) Fundamentalny uktad rozwigzah tworzymy w nastepujacy sposoéb: przypisujac pierwszej ze
zmiennych wolnych wartos¢ 1, a innym — wartosci zerowe, otrzymujemy pierwsze fundamentalne
rozwigzanie; potem wartos¢ 1 nadajemy drugiej wolnej zmiennej, a pozostatym — warto$¢ zerowg;
to bedzie drugie rozwigzanie fundamentalne, itd. Poniewaz wolnych zmiennych jest (n-r), to w
opisany sposob otrzymamy (n-r) rozwigzan. Mozna fatwo ustanowi¢ liniowg zaleznosé
otrzymanego uktadu rozwigzan.

Niech teraz dany jest niejednorodny uktad réwnan liniowych AX=B (). Uktadowi (7.1)
przypiszemy odpowiednio jednorodny uktad réwnan liniowych
AX=0 (7.5).
Przypomnimy teraz twierdzenia 1.9, 1.10

Z tych twierdzen wynika, ze dowolne rozwigzanie uktadu réwnan liniowych (1.1) moze by¢ otrzymane

jako suma pewnego zaznaczonego rozwigzania tego uktadu i dowolnego rozwigzania odpowiedniego

uktadu jednorodnego (7.5). W taki sposdb, zbior rozwigzan ukfadu niejednorodnego (7.1) jest warstwg
liniowa.
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Rozdziat8. Wektory wtasne operatora liniowego

W rozdziale 6 ,Operatory liniowe” zostat ustanowiony zwigzek pomiedzy macierzami tego
samego operatora liniowego, ktéry istnieje w przestrzeni U nad cialem F w réznych bazach. W
zwigzku z tym wynika problem znalezienia bazy przestrzeni wektorowej U, w ktérej macierz operatora
liniowego @ miataby najprostszg postac. W rozwigzaniu postawionego zadania duzg role petni

pojecie wektora wtasnego.
OKRESLENIE 8.1.
Skalar A €F nazywa sie wartoscia wlasng operatora liniowego ¢, ktory istnieje w

przestrzeni wektorowej U nad ciatem F, jesli w przestrzeni U istnieje taki niezerowy wektor u, ktory
@(u)=A u. W takim przypadku wektor u nazywa sie wektorem wiasnym operatora liniowego ¢,

ktory nalezy do wartosci wiasnej A .
Zauwazmy, ze wektory wtasne operatora liniowego ¢, to wektory niezerowe.

W celu znalezienia wektorow wtasnych operatora liniowego ¢ zadamy w przestrzeni U
dowolng baze {el, ez,...,en}. Niech ;‘=(71172’---'7n ) — wektor wiasny operatora ¢, ktéry nalezy
do wartosci wiasnej A; y,7,,...,7, — wspotrzedne wektora uw danej bazie. Wtedy (D(;l =4 u

=(Ay,, A5y, Ay, ). Jesli A — macierz operatora liniowego ¢ w danej bazie, to

Ay 71_ 71 71
A7, =4 V2 lub AE 72 =4 72 ,
AV Vi | Y 7
71 0
0
(A E-A) Ve |2
Yk _0

Poniewaz wektor (};,7,,..,7, )=;l #0, to rzad macierzy (A E-A) jest mniejszy niz n. A

zatem, wyznacznik macierzy kwadratowej (A E-4) rowna sig zeru. Niech x — zmienna. Rozpatrzmy
macierz (xE-A).

Nietrudno ustali¢, Ze wyznacznikiem |xE-A| macierzy (xE-A) jest wielomian stopnia n zmiennej
x; f(x)= |xE-A|. Przeciez warto$¢ wlasna A operatora ¢ jest pierwiastkiem réwnania f(x)=0.

Jesli {f,,f, .-, f,}- pewna inna baza przestrzeni U i T — macierz przejécia z bazy
{e.e,....e,} do bazy {f, f,....f,} to macierz operatora liniowego ¢ w bazie
{f.,f-n f,}rownasie T AT . Dlatego:

XE-T AT =T xE)I=T AT =T (xE-A)T,
gdyz macierz skalaréw xE jest przestawialna z dowolng macierzg; a zatem,
XE=T ™" ATI=I T (xE-A)TT = | T |IXE-A||T] = XE-A] = f(x).

Tu skorzystaliSmy z zasady obliczania wyznacznika iloczynu macierzy. Zatem udowodnilismy,
ze wielomian f(x)= |xE-A|, gdzie 4 — macierz operatora ¢ w danej bazie, nie zalezy od wyboru bazy.

OKRESLENIE 8.2.

Niech ¢ — operator liniowy, ktory istnieje w przestrzeni U nad ciatem F i 4 — macierz tego
operatora w dowolnie wybranej bazie. Wielomian f(x)= |xE-A| nazywa sie¢ wielomianem
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charakterystycznym operatora liniowego ¢, a roéwnanie f(x)=0 nazywa sie réwnaniem

charakterystycznym tego operatora.
Z podanych wyzej poje¢ wynika, ze wartosci wtasne operatora liniowego ¢ sg pierwiastkami

jego réwnania charakterystycznego. Z tego powodu nazywa sie je takze liczbami charakterystycznymi
operatora liniowego @.

Algorytm obliczenia wektoréw wlasnych
Do znajdywania wspoétrzednych wektoréw wiasnych operatora liniowego ¢ w bazie
{;1,22,...,;,1} przestrzeni U nalezy:

1. Zestawi¢ réwnanie charakterystyczne f(x)=0 operatora liniowego ¢ ;

2. Znalez¢ pierwiastki rownania charakterystycznego, ktore nalezy do ciata F; beda to wartosci
wiasne operatora liniowego ¢ ;

3. Dla kazdej wartosci wtasnej A, operatora @ znajdujemy wspotrzedne wektorow wiasnych tego

operatora, ktore naleza do wartosci wtasnej A, ; w tym celu nalezy rozwigza¢ uktad réwnan (8.1)

V1 0
o By |72 || © 8.1)
Yk 0

gdzie 4 — macierz operatora liniowego @ w wybranej bazie, (;,7,,..., ¥, ) — wiersz wspotrzgdnych

wektora wiasnego w tej bazie. Poniewaz rzad macierzy A,E-A jest mniejszy niz n, to uktad (8.1)

posiada niezerowe rozwigzanie. W rzeczywistosci wystarczy znalez¢ fundamentalny uktad rozwigzan
jednorodnego uktadu rownan liniowych (8.1).
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Rozdziat 9. Macierz Jordana
Przystgpimy teraz do tworzenia najprostszej formy macierzy operatora liniowego ¢, ktéry

istnieje w przestrzeni wektorowej U nad ciatem F. Zatézmy, ze wszystkie pierwiastki réwnania
charakterystycznego operatora liniowego ¢ naleza do ciata F.

TWIERDZENIE 9.1 (Hamiltona-Cayley’a).

| Jesli f(x) — wielomian charakterystyczny operatora liniowego ¢, to f(¢ )=0.

Uwaga 1

W rozdziale ,Operatory liniowe” zostaty okreslone terminy: suma, réznica, iloczyn operatorow
liniowych (a wiec i potegi naturalne danego operatora liniowego) oraz iloczyn operatora liniowego i
skalara. Dlatego warto$¢ wielomianu zalezy od operatora liniowego. Oprocz tego, z wiasnosci

lacznosci mnozenia odwzorowan wynika, ze @' @” =@" " =¢™"*. Diatego dla dowolnych
wielomiandw f(x) i g(x) nad ciatem F, f(x)g(x)= =g(x)f(x).
Dowad:

Bedziemy udowadnia¢ twierdzenie indukcji, wedlug wymiaru przestrzeni U. Jesli wymiar U

rowna sie 1, to baza przestrzeni U skiada sie z jednego wektora a. Dlatego wielomian
charakterystyczny f( ¢ ) operatora ¢ w tym przypadku rowna sie x — A ; f(x)==x — 4. A zatem: f(¢@

=p—A ;f(@ )a)=(¢—-A )a)=¢ (a Aa=4a-Aa=0.Poniewaz operator liniowy (@)
przeksztatca w wektor zerowy wektor bazowy 21, to f( @ )=0. Dla n=1 twierdzenie jest prawdziwe.

Zatézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla operatora, ktéry istnieje w przestrzeni o wymiarze
n. Niech teraz operator liniowy @ istnieje w przestrzeni U nad ciatem F, ktérej wymiar wynosi (n+1).

Niech A, — dowolny pierwiastek wielomianu charakterystycznego operatora ¢. Zgodnie z
warunkiem A, € F'. Jak wida¢ z poprzedniego rozdziatu w U istnieje wektor wtasny a, ktory nalezy
do wartosci wtasnej A,; p(a)= Ao a. Niech f(x) — wielomian charakterystyczny operatora liniowego
@. Wtedy f(x)= (x — A, )g(x), gdzie g(x) — wielomian stopnia n. Zatézmy, ze {21,22,...,;,1,5} -

baza przestrzeni U, ktéra zawiera w sobie wektor wiasny a. Na skutek lematu 6.1, macierz operatora
@ posiada w tej bazie postac:

0
A= B
0
lul "'Iun ﬂ’O
Wtedy:
0
fx=ix-ai=| ETB 0 =(x — Ay )IXE-B|
N

zgodnie z wiasno$cig wyznacznikéw. Z drugiej strony, f(x)=(x — A, )g(x); dlatego g(x)=|xE-B|. Niech

V=L(e,e,,...,e, ), oznaczymy przez ¢, operator liniowy, ktory istnieje w przestrzeni ¥ i w bazie

{el, ez,...,en} posiada macierz B. Zgodnie z zatozeniem indukcji, g( ¢, )=0, poniewaz g(x)=|xE-B| —
wielomian charakterystyczny operatora ¢,. Na skutek twierdzenia 8.5 macierz operatora g(¢@, ) w

bazie {el, €yyen, en} réwna sie g(B)=0. Stad zgodnie z zasadg dziatania na macierzach komdrkowych
otrzymamy:
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B 0
g(A) _ g( ) _
0 0
vl ' vn vVH—l Vl . vn vn+l
w ten Sposab, a(@)e)=v, a, i=1, 2, n; dlatego

(@) e)=(9 = A)a(@ ) e)=(p — L)V, @)=V, (p(a)-Ao(a)= v,(Ay a- A, a)=0.
Oprocz tego, oczywistym jest: f(@ )(a ) = g(@ Y@ — A, )a ) =0. Zatem (@) wszystkie
wektory bazowe przestrzeni U odwzorowujg wektor zerowy, to znaczy f(¢ )=0. Zatozenie indukcji

zostato potwierdzone.
Twierdzenie zostato dowiedzione.

Poniewaz wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystycznego operatora liniowego @
naleza do ciata F, to

fx)=(x — A)% (x = )% (x = 4,)% Zl:sf =n.

Uwaga 2

Twierdzenie Hamiltona-Cayley’a jest prawdziwe i w tym przypadku, gdy nie wszystkie
pierwiastki wielomianu charakterystycznego operatora ¢ nalezg do ciata F. Podany wyzej dowdd dla

tego przypadku powinien zosta¢ zmodyfikowany w nastepujacy sposob: ciato F nalezy rozszerzy¢ na
ciato K, przytaczajac do niego wszystkie wartosci wtasne operatora liniowego ¢ oraz uwzgledniajac,

ze operator @ istnieje w przestrzeni wektorowej W nad ciatem K, ktorej baza pokrywa sie z bazg
danej przestrzeni wektorowej V. Korzystajac z tego, ze f( @) jako operator, ktéry istnieje w przestrzeni
W, réwna sie 0. A zatem: f( @ )=0 w przestrzeni V, ktdrej elementy odwzorowujg podzbidr zbioru .

OKRESLENIE 9.1.
Niech A, — pierwiastek wielomianu charakterystycznego f(x) operatora liniowego ¢, A, €F .
Podprzestrzenig pierwiastkowg operatora liniowego ¢, ktéry odpowiada pierwiastkowi A,, nazywa

sig zbior 1 wszystkich wektorow a €U takich, ze (@ — 4,)" (@) =0 dla pewnej liczby naturalnej k.

Zbior V jest podprzestrzenig przestrzeni wektorowej U, co nietrudno dowies¢ przy pomocy
twierdzenia 3.2, to potwierdza termin podprzestrzeh pierwiastkowa.

LEMAT 9.1.

Jesli @ — operator liniowy, ktory istnieje w przestrzeni U i h(x) — dowolny wielomian, to Im(/#(¢p)) jest
@ - niezmienniczg podprzestrzenig przestrzeni U.

Dowaod:
Niech u € Im(h(p)) ; wtedy u=h(¢p) (v ), v €U . Dlatego @ (u )=¢ (h(p) (v ))=h(p) x
XQ (;/ )€ Im¢@ , co nalezato udowodnic.

LEMAT 9.2.

| Podprzestrzenie pierwiastkowe operatora liniowego ¢ sg ¢ — podprzestrzeniami niezmienniczymi.

Dowdd:
Niech V' — podprzestrzen pierwiastkowa operatora liniowego ¢, odpowiadajaca pierwiastkowi

A, wielomianu charakterystycznego f(x) operatora ¢ . Jesli uel to
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(9= 4E)" (¢ (u)=¢ (9~ HE)" (u))=0,
to znaczy (p(ﬁ )€V , co nalezato udowodnié.

Niech V, - podprzestrzen pierwiastkowa operatora liniowego ¢, ktéry odpowiada wartosci
wiasnej A, .

TWIERDZENIE 9.2.

Przestrzen wektorowa U nad ciatem F, w ktorej istnieje operator liniowy ¢, rozktada sie na prostg
sume podprzestrzeni pierwiastkowych operatora ¢ .

Dowod:

k
Niech f(x)=H(x - li)s" — wielomian charakterystyczny operatora liniowego ¢ . Bedziemy
i=1
udowadnia¢ twierdzenie indukcji wedtug liczby k réznych pierwiastkédw wielomianu f(x). Jesli k=1, to na
skutek twierdzenia Hamiltona-Cayley’'a, cata przestrzen U jest podprzestrzenig pierwiastkowa,
odpowiadajacyg jednemu pierwiastkowi f(x). Dlatego U jest prostg sumg jednego skfadnika. Zatézmy,
ze twierdzenie jest prawdziwe dla wartosci £ >1.
Udowodnimy jego prawdziwos¢ dla przypadku, kiedy liczba wartosci wtasnych réwna sie k+1.
Niech

fx)=(x — 4) " (x = A4)% . (x = A)% (x = A4,,,)°" ; znaczymy przez g(x) wielomian

(x =) (x=A)"...(x=4)%, a przez h(x) — wielomian (x — A,,,)°**. Wtedy f(x)= g(x)h(x);
wskutek twierdzenia Hamiltona-Cayley’a f( ¢ )=0, to znaczy

9(p)h(e)=0 (9.1)

Z drugiej strony g(x) i h(x) — wielomiany wzajemnie proste. Dlatego istniejg wielomiany p(x) i
r(x) takie, ze p(x) g(x)+ h(x)r(x)=1 . Podstawiajac do tej tozsamosci operator ¢ zamiast x otrzymamy:
P(@ )g(@ )+ h(p (e )=e (9.2),
Gdzie e — operator tozsamosciowy, ktéry istnieje w przestrzeni U. Niech

r={g(p)(u)|ueU}, w={h(p)(u)|uecU}

Poniewaz Vi W odwzorownia operatorow liniowych h(x) i g(x), to zgodnie z twierdzeniem 6.2, Vi W —
podprzestrzenie U. Udowodnimy, ze V' U W ={0} (patrz: (9.1)).

Rzeczywiscie, x =ex =p(¢ )g(¢ )x +h(@ (¢ )x =p(¢ )0 (¢ )(0)=0.

Zatem, x =0 u U "W ={0}. Oprocz tego,
x=ex =p(@ )g(@ )x Y (@ )h(@ )x )=p(@ )V +1(¢ )w , veV, w eW . Na skutek lematu
71,p(@ )v=vi eV (@ )w=wi eW .

Zatem, x €V +W aponiewaz U "W ={0},to U=V ®W .Jesli v €V ,to v g(@ )u),
ueU i na skutek (9.1), h(@ )a(@ )u)==h(¢@ ) v )=0 . Z drugiej strony, jesli h(¢ )(x )=0,
relacji: x =p(@ )g(@ )(x )*r(¢ (¢ )(x ) otrzymamy: x =g(¢ )p(¢ )x )€V .

Zatem, V — podprzestrzen pierwiastkowa operatora ¢, odpowiadajgca pierwiastkowi /1k+1. Z
drugiej strony, W — @ -podprzestrzer niezmiennicza (inwariantna). Tak jak w dowodzie twierdzenia

Hamiltona-Cayley’a, mozna pokazac, ze g( @) - wielomian charakterystyczny ograniczenia operatora
Qo wW.

to z

Zgodnie z zatozeniem indukcji W =W, @ W,®...@W,, gdzie W, - podprzestrzen
pierwiastkowa operatora ¢, odpowiadajaca pierwiastkowi A; =1, 2, .., k. Wobec tego

U=V ew, ew,®...8W,, co nalezato udowodnic.
Jesli za baze przestrzeni U wzig¢ sume baz podprzestrzeni pierwiastkowych operatora ¢, to
w danej bazie bedzie mie¢ posta¢ komérkowa:
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0 0 .. 4,
gdzie A, — macierz ograniczenia operatora ¢ w podprzestrzeni pierwiastkowej, odpowiadajace;

pierwiastkowi A.; n=1, 2, ..., k. Dlatego zadanie znajdywania bazy, w ktérej macierz operatora
liniowego ¢ posiadataby prostszg posta¢, sprowadza sie do analogicznego zadania dla

podprzestrzeni pierwiastkowych.
Zatem, niech U — przestrzen, ¢ — operator liniowy, kiory istnieje w przestrzeni U, przy czym

wielomian charakterystyczny f(x)=(x — 1)" .
Rozpatrzymy na poczatku przypadek, kiedy w przestrzeni U istnieje taki wektor ; ktéry
(p—2e)" (u)#0. Niech wo=u, u;=(p—Ae) (o), i=1, 2, .., n-1. Pokazemy, ze

{uo,u1,...,u,1} — baza przestrzeni U. W tym celu wystarczy ustanowi¢ liniowa niezalezno$¢ danego

-1 _ _
uktadu  wektorow.  Niech Zaiui:O. Na  skutek twierdzenia  Hamiltona-Cayley’a
i-0

(¢ — Ae)" (u0) =0.
Dlatego dla >0 (p—Ae)"" (;, )=(p — Ae)"" ! (;o) =0 . Z drugiej strony

— — — n-1 —
(p—Ae)"(uo) =u,1#0 zgodnie z warunkiem. Stad (¢ — Ae) ”’l(Zamui =agun1=0 ;
i-0

n-1 _ B
dlatego a, =0. Zatem: Zamui =0; stosujac do tej relacji operator (¢ — Ae)
i-0

n—-2
, otrzymamy

a, =0. Powtarzajac ten proces, bedziemy mieli: «,,a,,...,a, ; =0. Zatem: {;0,1/_11,...,;”_1} -
baza przestrzeni U. W tej bazie macierz operatora ¢ ma postac:

A0 0 .. 00
1 20 .. 00

01 4 .. 00

000 ..20
00 0 .. 1 4

Macierz danej postaci nazywa sie klatkg Jordana. Wykazemy teraz, ze jesli U — podprzestrzen
pierwiastkowa operatora @, to w ogélnym przypadku macierz ¢ w pewnej bazie ma postac:

B, 0 ... 0
0 B, .. 0
0 0 .. B,

gdzie B, - klatka Jordana i=1, 2, ..., k. Dana macierz nazywa sie jordanowska.
Zatem, niech (¢ — Ae)® =0, (¢ — Ae)* ™" #0; s<n (przypadek s=n rozpatrzony byt powyzej).
Jesli uo eU jest takim wektorem, ktéry (¢ —Ae)**(uo) =0, to niech u; = (¢ —Ae) (uo),

i=1,2,...,s-1. Powyzej ustanowiono, ze ukfad wektoréw {;o,lz_ll,...,;s_l} — jest liniowo niezalezny.
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Niech V:L{;O,;l,.-.,;sﬂ_}. Oczywiscie L — ¢ - niezmiennicza podprzestrzen przestrzeni U. Niech W
— @- niezmiennicza podprzestrzen w U o maksymalnym wymiarze, ktoéra spetnia warunek

VoW ={6}. Wykazemy, ze U =V @ W . W tym celu wystarczy ustanowi¢, ze U=V+W. Jesli to nie
jest spetnione, to w U istnieje taki wektor x , ktory x ¢V + W , ale (@ — Ae)(x) €V + W . Poniewaz
(p—2e)(x) eV + W ,to (p—Ae)(x)=v+1,veV , leW .Mamy

(9 —28)° (9~ A(x) )=(p — Ae)* (x) =0,

((p—ﬂe)H(;+Z) =(¢)—Ze)s_1(b +(p—20°(») =0 . Poniewaz V i W — @- niezmiennicze
podprzestrzenie oraz V N W 2{6} to (qo—ﬂe)s_l(\_/) =0, dlatego v = il 7/,&1' ; W ten sposob

i=1

s—1 _ _ s—1
v=(p— Ae) (Z%UH )=(p — Ae)(v1) , gdzie v1 =Z]/l.ui_1 ev .
i=1 i=1

Wobec tego (¢ — Ae)(x) = (¢ — de)(v1) + 1, lub (¢ — Ae)(x —v1) €W ,ale (x —v1) €V + W .
Rozpatrzymy podprzestrzen T=L(7l,...,7k,)_c—\_21 ), gdzie {71,...,?k} — baza podprzestrzeni W.
Oczywiscie T DW ,ale T #W , bowiem (x —v1) ¢W . Z drugiej strony (¢ — Ae)(x — 1) €W,
toznaczy @ (x —vi)-A4, (x —w1) €W T ,lub ¢ (x —w1) €T .

Oproécz tego: ¢(?i) eW cT,i=1,2, ..,k wskutek ¢ - niezmienniczosci podprzestrzeni W.

Przeciez T - takze ¢ - podprzestrzen niezmienniczaoraz T N V' ={6}
_ - koo
Rzeczywiscie, jesli geT NV, to g=a(x —w) +Z,Bl.u,- . Wspotczynnik o #0, w
i=1

przeciwnym razie (x —w) €V +W . Poniewaz a=0, to ge VmW:{a}, to znaczy g=0.

Zatem, T — ¢ - podprzestrzen niezmiennicza, 7' N V' :{6} i wymiar T jest wiekszy od wymiaru .

Przeczy to wyborowi podprzestrzeni W. Zatem: U =V @ W . Poniewaz wymiar W jest mniejszy od
wymiaru U, to zgodnie z zasadami indukcji mozna uwazaé, ze w jakiej$ bazie podprzestrzeni W
macierz ograniczenia operatora ¢ w W jest jordanowska.

Na skutek ¢ - inwariantnosci podprzestrzeni 7, macierz operatora ¢ w odpowiedniej bazie
przestrzeni U takze bedzie jordanowska. Bedziemy nazywac jordanowska takze macierz postaci:

4 0 ... 0
0 4, .. 0
0 0 .. 4

gdzie A, —klatka Jordana, i=1, 2, ..., m; przy tym warto$ci wtasne, ktorym odpowiadajg klatki 4, moga
by¢ rézne.
TWIERDZENIE 9.3.

Niech ¢ — operator liniowy, ktory istnieje w przestrzeni U nad ciatem F, przy czym wszystkie
pierwiastki wielomianu charakterystycznego operatora ¢ nalezg do F; wtedy macierz operatora @ w
odpowiedniej bazie przestrzeni U jest jordanowska.

W celu praktycznego znajdywania macierzy jordanowskiej operatora liniowego ¢ mozna
postepowa¢ wedtug nastepujacego schematu. Oznaczymy przez d, defekt operatora liniowego

(p— /Ioe)i, gdzie A, — dana warto$¢ wiasna operatora @. W celu znalezienia defektu operatora
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liniowego nalezy z wymiaru przestrzeni U odja¢ rzad operatora, to znaczy rzgd macierzy tego
operatora w dowolnej bazie.

Wtedy d, — ogdlna liczba klatek Jordana, ktore odpowiadajg wartosci wiasnej A,; (d,—d; ) —
liczba klatek o wymiarze wigkszym niz 1, (d,—d, ; ) — liczba klatek o wymiarze wiekszym niz 1.
Poniewaz przestrzen U posiada wymiar skonczony, to dla pewnego k, d,=d,,,. Zatem klatki
Jordana, ktore odpowiadajg wartosci wiasnej A, posiadajg maksymalny rozmiar k.
Klatek o takim rozmiarze mamy (d, —d,_; ) sztuk. Klatek o rozmiarze (k-1) bedzie (d, ,—d, , ) -

(d,—d,_; ) sztuk, itd. Algorytm tworzenia postaci Jordana macierzy operatora liniowego i przyktad
jego zastosowania zostaty podane w rozdziale 11.

74



Rozdziat 10. Przestrzenie euklidesowe
OKRESLENIE 10.1.

Wektorowg przestrzenig Euklidesa nazywa sie przestrzen wektorowg V7 nad ciatem liczb
rzeczywistych R, dla ktérej okreslono odwzorowanie 7: V x V — R, ktére posiada nastepujace
wiasnosci:

1. 7(a,a) >0 przy czym, jesli a# 0, top(a) > 0;
2. 1(a,b)=1(ba);
3. t(a,b+c)=1(a,b)+1(a,c); abceV
4. tlaa)=ar(a), a €R, a eV
Liczba 7(a, b) €R nazywa sig iloczynem skalarnym wektorow a i b. Dla wygody 7(a, b)

bedziemy oznaczac¢ przez a b.Z wtasnosci 3 i 4 iloczynu skalarnego wynika, ze a 0=0 dla kazdego
k k

aeV ia(Q,Bbi=Y. Bab).
i=1 i=1

OKRESLENIE 10.2.

Wektory aib przestrzeni euklidesowej ¥ nazywajg sie ortogonalnymi, jesli ZZB=0; aib
nazywajq sie takze wzajemnie ortogonalnymi.

OKRESLENIE 10.3.

Uktad wektorow {611, Ayyenny Cln} nazywa sie ortogonalnym, jesli dwa dowolne wektory tego

uktadu sg wzajemnie ortogonalne. Ortogonalny uktad wektoréw, ktéry jest bazg przestrzeni 7, nazywa
sie ortogonalng baza tej przestrzeni.

TWIERDZENIE 10.1.

| Ortogonalny uktad niezerowych wektorow przestrzeni euklidesowej jest liniowo niezalezny.

Dowdd:
Niech {a_l, Z,,.., a_m} — ortogonalny ukfad wektoréw przestrzeni euklidesowej V, Zz,- #0,i=1, 2,
k B - o _ k _ k o _
..., m. Niech Zaia,- =0; wtedy 0=a,0 =aq; (Zal.ai )=Zal.aja,- =a;a;a;,j=1,2,.. m. Stad
i=1 i=1 i=1
a; =0, bowiem ;j;_/ >0. To znaczy a; = a, =...=,, =0. Uktad wektorow {a_l, a_z,..., Z} jest

liniowo niezalezny.
Twierdzenie zostato udowodnione.

TWIERDZENIE 10.2.

Kazdy ortogonalny uktad niezerowych wektorow przestrzeni euklidesowej V' moze zostaé
uzupetniony do ortogonalnej bazy tej przestrzeni.

Dowdd:

Niech n — wymiar przestrzeni Vi {Z ay, ..., a_} — ortogonalny uktad wektoréw niezerowych w

m

V. Jesli m=n, to dowdd jest oczywisty. Jedli m<n, to udowodnimy istnienie ortogonalnego ukfadu

wektorow niezerowych, ktory zawiera (m+1) wektorow. W rzeczy samej, o ile m<n, to w przestrzeni V'

istnieje taki wektor b, ze uktad {Z ay,.., a,, E} jest liniowo niezalezny. Niech a,,.1=b +le;l,-
i=1

i dobierzemy wspodtczynniki 4, 4,,..., 4, tak, aby uktad {Z 2 am,am“} byt ortogonalny. Jesli

------
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k<m; j<m, k#j, to ara; =0 zgodnie z warunkiem. Niech j=m+1, wtedy a ai=a; (b

+ z /11;11- =4, arar +ay b, k <m . Przyréownujac to wyrazenie do zera otrzymamy:
=1

ab - -
ﬂ’k ==, (akak >O )’ k=1, 2, ey m.
ap Ay
Przy takim wyborze wspdtczynnikow A, uktad wektorow {Z Z Z,;M} bedzie
ortogonalny. Oprécz tego ams1#0, bowiem uklad wektorow {Z a,, ..., Z,g} jest liniowo
niezalezny. {0_1 a,, ..., am,;mﬂ} — ortogonalny uktad wektoréw niezerowych. Jesli m=n, to

twierdzenie jest udowodnione. Jesli jednak m+1<n, to kontynuujemy proces rozszerzenia
ortogonalnego uktadu wektoréw niezerowych, dopoki nie otrzymamy bazy ortogonalne;.

WNIOSEK 10.1.
| Dowolna przestrzen euklidesowa ¥ posiada baze ortogonalna.

Dowdd:

Niech a; ey, a - dowolny wektor niezerowy. Niech {Zzl} poczatkowy uktad wektorow
niezerowych i uzupetnimy go do bazy ortogonalnej przestrzeni V.

OKRESLENIE 10.4.

Niech M — niepusty podzbiér wektoréw przestrzeni euklidesowej V. Wektor a nazywa sie
ortogonalnym do zbioru M, jesli a jest ortogonalny do kazdego wektora zbioru M.

Wektor a jest ortogonalny do zbioru M i oznacza sie jako: a LM. Przez M* oznacza sie zbior
wszystkich wektorow, ortogonalnych do zbioru M.

Przy pomocy wiasnosci 3 i 4 iloczynu skalarnego tatwo dowie$é domkniecia zbioru M+ wzgledem
dodawania wektoréw i mnozenia wektora przez skalar. Zatem, na skutek twierdzenia 3.2, M+ —
podprzestrzen przestrzeni wektorowej V.

OKRESLENIE 10.5.

Niech W — podprzestrzen przestrzeni euklidesowej V. Podprzestrzen M- nazywa sie
ortogonalnym dopetnieniem do przestrzeni .

TWIERDZENIE 10.3.

Jesli W — niezerowa podprzestrzen przestrzeni euklidesowej V, W #V to V=W @ W *.

Dowdd:

Niech {Z ay, ..., Z} — ortogonalna baza podprzestrzeni 7. Na skutek twierdzenia 3.2, dany
uktad  wektorow mozna uzupemi¢ do ortogonalnej bazy przestrzeni V. Niech
{a_l, Z Z,;mu,...,;n} — ortogonalna baza przestrzeni V' (m<n). tatwo udowodni¢, ze

WL:L(5m+1, 52,. Cy &,, ) Wtedy V = W @ /4 L.
Twierdzenie zostato udowodnione.

OKRESLENIE 10.6.

Wartosciag bezwzgledng wektora (norma wektora) przestrzeni euklidesowej nazywa sie
pierwiastek kwadratowy ze skalarnego kwadratu wektora.

Warto$¢ bezwzgledng wektora a oznacza sie przez |Zz |. Zgodnie z okresleniem |Ez |=\/EZ .
Jesli |Zz |[=1, to wektor a nazywa sie unormowanym.
TWIERDZENIE 10.4.

| Jesli a i b —wektory przestrzeni euklidesowej oraz 1 €R to:
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1
2
3
4

) |a|>0, |;|:0 wtedy i tylko wtedy, gdy a=1;
) |Adl=|Alldl;
) |a b<|a||b| (nieréwno$é Cauchy-Buniakowskiego);
) |a+ Bl<|al+| B (nieréwnosé trojkata).
Dowad:
1) Oczywisty;
2) | Adl=-[/(Aa)(Aa) =/ A% aa =| A|-Jaa =| A||d];
3) Jesli a=01lub b=0 , to nieréwnos$¢ z punktu 3 jest spetniona.
Niech a#0, b#0. Wtedy dla dowolnych «,f R, (aa+ pb)(aa+ fb)>0; stad
a’aa+2afab+ fbb>0. Niech a=|b, f=|d|; wedy |a|* |b]°+2|a||b|a b+|b |a]* > 0; lub

2|Z||5|( |Z||B|+;I_7)20.Poniewaz|;1| |B|>O, to |5| |B|Z—ZIB. Otrzymana nieréwnosé jest

spetniona dla dowolnych wektoréw niezerowych aib. Zamienimy w niej wektor a na (-Zl ).
Poniewaz |-a |=|a | (pkt.2 twierdzenia), to |a| |b|> a b; dlatego |a b|<|a||H].
la +b=|a +b||a +b|=|a F+2a b+b [P<|a F+2]a bl+b[?=
(la [+b1)*
laj+|5>0, to wyciagajac pierwiastek kwadratowy z obu czesci nieréwnosci, otrzymamy:
la+ b|< |al+|H.

. Poniewaz |a+ b>0 oraz

OKRESLENIE 10.7.

Uktad wektoréw euklidesowej przestrzeni wektorowej nazywa sie ortonormalnym, jesli przestrzen
jest ortogonalna i kazdy jej wektor jest unormowany. Jesli taki uktad wektoréw tworzy baze przestrzeni
euklidesowej, to nazywa sie go ortonormalng baza tej przestrzeni.

TWIERDZENIE 10.5.
|W euklidesowej przestrzeni wektorowej istnieje baza ortonormailna.
Dowdd:

Na skutek twierdzenia 10.3, w euklidesowej przestrzeni wektorowej istnieje baza ortogonalna

{a,, a,, ay, ..., a,} . Poniewaz a; #0, to |a;|>0, i=1, 2, ..., n. Oczywiscie uktad wektorow
_ 1 -
{a, €, €5 on Z} , gdzie e; =|Ta,~, i=1, 2, ..., n bedzie ortonormalng baza naszej przestrzeni.

Algorytm ortogonalizacji uktadu wektorow i przyktad jego zastosowania zostat przedstawiony w
rozdziale 11.
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Rozdziat 11. System ,Swiat algebry liniowej”

W tym rozdziale przedstawimy krétkie wiadomosci o $rodowisku programowym ,Swiat algebry
liniowej” (SAL), przy pomocy ktérego czytelnik moze samodzielnie bada¢ algebre liniowa, w tym takze
rozwigzywac zadania z tej dyscypliny.

11.1 Wiadomoéci ogdlne

Przeznaczenie systemu ,,Swiat algebry liniowej”

Podstawowym przeznaczeniem SAL jest zastosowanie w celu samodzielnego opanowania materiatu
kursu ,Algebra liniowa”. System daje mozliwos¢ uzytkownikowi prowadzenia aktywnej dziatalnosci
praktycznej, ktéra posiada cechy poznawczg, badawczg oraz stosowaé wspétczesne technologie
informacyjne jako narzedzie twérczego procesu poznania.

Potozenie systemu SAL:

http://address.is.not.exist

Struktura systemu SAL

System SAL w swoim sktadzie posiada Miejsce pracy ucznia oraz Miejsce pracy nauczyciela.
Miejsce pracy ucznia

System SAL sktada sie z nastepujacych komponentow:

.Strona gtéwna’. Sktadnik ten pozwala uzytkownikowi: otrzymaé potrzebng informacje o
pracy z systemem, zarejestrowac sie na stronie szkoty w celu dalszej pracy i uruchomi¢ system do

pracy.

»Podrecznik”. Komponent stuzacy do przedstawienia uzytkownikowi potrzebnej pomocy
teoretycznej. Podrecznik reprezentuje sobg strukturalny hipertekst z mozliwoscia wsparcia przez
techniki multimedialne.

Zrédtem zadan SAL jest ,Zbiér zadan” — sktadnik systemu, w ktérym znajdujg sie zadania.
System opiera sie na wszstkich podstawowych typach zadan kursu algebry liniowej. Kazde z zadan
,Zbioru zadan” mozna eksportowaé do ,Srodowiska rozwigzywania zadan” i rozwigzywaé w tym
Srodowisku. Rozwigzane zadania i zadania, ktérych rozwigzywanie jest juz rozpoczete, ale nie
zakonczone, przechowywane sg w ,Zeszycie” uzytkownika.

,Srodowisko rozwiagzywania zadan” — zunifikowane $rodowisko stuzace do rozwigzywania i
sprawdzania poprawnos$ci rozwigzania zadan. Srodowisko wspiera rozwigzywanie zadania krok po
kroku z mozliwoscig sprawdzenia prawidtowosci rozwigzania na kazdym kroku. Wazng cechg jest
mozliwos¢ wyjscia ze ,Slepego zautka”, kiedy uzytkownik nie wie, co dalej robi¢. W tym przypadku
moze sie zwréci¢ o pomoc do ,Eksperta”, ktéry wykona nastepujacy krok rozwigzania. Kiedy zadanie
zostanie rozwigzane, srodowisko informuje o wyniku rozwigzania zadania i pokazuje kolejnos¢ krokéw
- przeksztatcen.

.Dyskusje” — komponent przeznaczony do ogdélnego omdwienia pytan i problemoéw, ktére
powstajg w trakcie nauczania przedmiotu.

.Otatystyka” — sktadnik stuzacy do samokontroli uzytkownikéw. W postaci wykresu
przedstawiona jest liczba rozwigzanych zadan, samodzielnos¢ rozwigzania, liczba nowych i
sprawdzonych zadan.

Wspoldziatanie modutéw SAL

Z systemem nauczania na odlegtos¢ moga pracowac tylko zarejestrowani uzytkownicy.
Rejestracja odbywa sie poprzez uprawnione do tego osoby — tutoréw lub administratoréw strony
uczelni.

Aby sie zarejestrowal nalezy przystaé zgtoszenie, w ktérym nalezy podaé swoje dane.
Nastepnie student otrzymuje identyfikator personalny (login) oraz hasto. Po otrzymaniu tych danych
student moze korzysta¢ z systemu. Otrzymuje dostep do materiatu teoretycznego, zbioru zadan,
dyskusji. Otrzymuje wiasny zeszyt do przechowywania zadan, ktére rozwigzuje oraz mozliwo$é
rozwigzywania ich w srodowisku rozwigzywania zadan.
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Rozpoczynajac prace z systemem, uzytkownik powinien wprowadzi¢ nadany mu login i hasto
w odpowiednie pola. Jesli wprowadzone dane sg nieprawdziwe, to uzytkownik otrzymuje komunikat
.Dane nieprawidtowe”. Jezeli dane sg prawidiowe, student otrzymuje dostep do materiatu
teoretycznego, zbioru zadan i zeszytu, posiada mozliwo$é postugiwania sie ,Srodowiskiem
rozwigzywania zadan”.

Aby zakonczyé¢ prace z nalezy nacisna¢ przyciski ,Log off’. Po tym system bezpieczehstwa
zniszczy informacje o uzytkowniku, a dalszy dostep do zasobdw bedzie niemozliwy.

Uwagal! Jesli uzytkownik nie bedzie sie tgczyt z serwerem w przeciggu 20 minut, to system
bezpieczenstwa dokona automatycznego zakornczenia pracy. W celu kontynuowania pracy nalezy
ponownie wprowadzi¢ login i hasto.

Po tym, jak uzytkownik wszedt do systemu, naciskajgc zakladke ,Podrecznik”, posiada
mozliwos¢ przejrzenia materiatu teoretycznego, ktéry jest mu potrzebny do rozwigzywania zadah.
Tekst podrecznika zawiera hiperlinki, w ten sposob nauczenie sie materiatu jest duzo Izejsze.

Zaznajomiwszy sie z materiatem teoretycznym, uzytkownik ma mozliwos¢ zajrzenia do zbioru
zadan, naciskajac na zakladke ,Zbior zadan”. W zbiorze zadan przechowywane sg zadania do
rozwigzania. Wybrawszy sobie zadanie do rozwigzania, uzytkownik powinien nacisng¢ na odsytacz
,Dodaj do zeszytu”. Po tym warunki wybranych zadan automatycznie zostajg przestane do zeszytu.

Nacisngwszy na zaktadke ,Zeszyt”, uzytkownik otrzymuje dostep do swojego zeszytu. W
zeszycie przechowywane sg zadania uzytkownika, ktére sg podzielone na 5 rodzajéw: nowe zadania
(ktére jeszcze nie byly rozwigzywane), nierozwigzane zadania (zadania, ktére uzytkownik
rozwigzywat, ale do konca nie rozwigzat), zadania rozwigzywane niesamodzielnie (rozwigzane
zadania, przy rozwigzaniu ktérych uzytkownik uciekat sie do pomocy eksperta), samodzielnie
rozwigzane zadania (rozwigzane zadania, przy rozwigzywaniu ktérych uzytkownik nie korzystat z
pomocy eksperta), sprawdzone zadania (rozwigzane zadania, ktdre nauczyciel juz sprawdzit i postawit
ocene). Naciskajgc na zakladke ,Statystyka”, mozna sprawdzi¢ stosunek tych zadah w procentach.
Uzytkownik posiada mozliwosé usuniecia zadania z zeszytu, naciskajac na odsytacz ,Usun”. W celu
rozwigzania lub przejrzenia zadania nalezy nacisng¢ na odsytacz ,Zataduj do $rodowiska
rozwigzania”, przy tym zadanie zostanie automatycznie zatadowane do Srodowiska rozwigzywania
zadan.

Naciskajac na zaktadke ,Dyskusje”, uzytkownik posiada mozliwo$¢ rozwazenia pytan i
probleméw, wyniktych w trakcie poznania przedmiotu. Mozna doda¢ nowy temat dyskusiji, naciskajac
na odsytacz ,Dodaj nowy temat”.

Srodowisko rozwiazywania zadan.

Rozpatrzymy bardziej szczegétowo podstawowy sktadnik systemu -  Srodowisko
rozwigzywania zadan.

Srodowisko posiada kilka obszaréw pracy — pasek narzedzi, pole przedstawienia warunku i
wynikéw odpowiedzi, pole pracy, pole komentarza, pole wyboru macierzy aktywnej, pole historii
dziatan uzytkownika.
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Pole historii i dziatan uzytkownika

Proces rozwigzania zadania w ,Srodowisku rozwigzania zadania” reprezentuje sobg ciag

przeksztatcen (krokow) wejsciowych obiektébw matematycznych w taki sposéb, aby otrzymac
odpowiedz.

11.2 System polecen Srodowiska rozwigzywania zadan

Dokonywanie przeksztatcen macierzy

Przeksztatcen elementarnych mozna dokonaé na wierszach macierzy.

Wykonanie przeksztatcenia elementarnego (a5+l;) . lewym przyciskiem myszy wyrdzni¢

wiersz E oraz nacisng¢ prawy klawisz myszy. W menu kontekstowym wybra¢ polecenie
~Wykonaj przeksztatcenie elementarne”. Otworzy sie okno wprowadzenia mnoznika.

Wprowadzi¢ mnoznik oraz « nacisng¢ OK. Nastepnie, przytrzymujac myszka wiersz E
nalezy przeciaggna¢ go na wiersz a (wiersz, do ktérego dodaje sie aa).

Zamiana miejscami wierszy: naciskamy prawym przyciskiem myszy na wierszu, ktérego
potozenie chcemy zmieni¢ oraz w menu kontekstowym wybieramy polecenie ,Zamien
miejscami wiersze”. Potem, przytrzymujac myszkg pierwszy wiersz, przeciggamy go do
wiersza, z ktérym chcemy go zamieni¢ miejscami.

Zamiana miejscami kolumn: naciskamy prawym przyciskiem myszy na kolumnie, potozenie
ktérej chcemy zmieni¢ oraz w menu kontekstowym wybieramy polecenie ,Zamien miejscami
kolumny”. Nastepnie, przytrzymujac myszkg pierwszg kolumne, przeciaggamy jg do kolumny, z
ktérg chcemy jg zamieni¢ miejscami.

Mnozenie wiersza przez liczbe: wyrdzniamy potrzebny wiersz lewym klawiszem myszy i
naciskamy prawy klawisz myszy. W menu kontekstowym wybieramy polecenie ,Pomndz
wiersz przez liczbe”. Otworzy sie okno wprowadzenia mnoznika. Nalezy wprowadzi¢ mnoznik
i nacisng¢ na OK.
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Dodanie wiersza zerowego: lewym klawiszem myszy wyrézniamy wiersz, przed ktérym
potrzeba wstawi¢ wiersz zerowy oraz naciskamy prawy przycisk myszy. W menu
kontekstowym wybieramy polecenie ,Dodaj wiersz zerowy”.

Usunigcie wiersza zerowego: lewym przyciskiem myszy wyrézniamy wiersz zerowy oraz
naciskamy prawy przycisk myszy. W menu kontekstowym wybieramy polecenie ,Usun wiersz
zerowy”.

Wykonywanie dziatan na macierzach

Dodawanie macierzy: wyrdézniamy lewym przyciskiem myszy pierwszg macierz i w menu
kontekstowym wybieramy ,Dodaj macierze”. Nastepnie przeciggamy wyrdzniong macierz do
macierzy, do ktérej trzeba dodaé pierwsza.

Mnozenie macierzy przez liczbe: wyr6zniamy lewym przyciskiem myszy pierwsza macierz i
w menu kontekstowym wybieramy ,Pomndéz macierz przez liczbe”. Otworzy sie okno
wprowadzenia mnoznika. Wprowadzamy go i naciskamy OK.

Mnozenie macierzy: wyrézniamy lewym przyciskiem myszy pierwszg macierz i w menu
kontekstowym wybieramy ,Pomnéz macierze”. Nastepnie przeciggamy wyrdézniong macierz
do macierzy, przez ktéra trzeba pomnozy¢ pierwsza.

Transpozycja macierzy: wyrézniamy macierz lewym przyciskiem myszy i w menu
kontekstowym wybieramy , Transpozycja macierzy ”.

Znajdywanie macierzy odwrotnej: wyrézniamy macierz lewym przyciskiem myszy i w menu
kontekstowym wybieramy ,Znajdz macierz odwrotng”.

Znajdywanie wyznacznika macierzy: wyrdzniamy macierz lewym przyciskiem myszy i w
menu kontekstowym wybieramy ,Znajdz wyznacznik macierzy”.

Znajdywanie wielomianu charakterystycznego: wyrézniamy macierz lewym przyciskiem
myszy i w menu kontekstowym wybieramy ,Znajdz wielomian charakterystyczny”.
Znajdywanie wartosci wlasnej i wektoréw: wyrdézniamy macierz lewym przyciskiem myszy i
w menu kontekstowym wybieramy ,Znajdz warto$ci wtasne i wektory’.

11.3 Cwiczenia

11.3.1 Uktady réwnan liniowych.

Metoda Gaussa rozwiazywania uktadu réwnan liniowych polega na kolejnym rugowaniu

zmiennych z réwnan wspomnianego uktadu przy pomocy przeksztatcen elementarnych. Rozpatrzmy
odpowiednie przyktady.

Przyktad 1. Rozwigza¢ ukfad réwnan liniowych:
2x— 4y+ 9z= 28
Tx+ 3y—- 6z= -1
7x+ 9y—- 9z= b
4x—- 2y+ 15z= 62

Zapisujemy rozszerzong macierz uktadu:

2 -4 9 28
7 3 -6 -1
7 9 -9 5
4 -2 15 62

Zastosujemy algorytm rugowania zmiennych przy pomocy przeksztalceh na wierszach

macierzy rozszerzonej;
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2 -4 9 28) (2 -4 9 28 2 -4 9 28
7 3 -6 -1|_|0 17 -75/2 -99 Jo 2 -1 2
7 9 -9 5| |0 23 -81/2 -93 0 17 -75/2 -99
4 -2 15 62) 0 6 -3 6 0 23 -81/2 -93
2 -4 9 28
Jo 2 -1 2 |_
0 0 -8 -116
0 0 -29 -116

2 -4 9 28
Jo 2 -1 2
0 0 -29 -116
00 0 0

Zatem, dany uktad réwnan liniowych odpowiada uktadowi:

2x— 4y+ 9z= 28
2y — z= 2
-29z= -116

Stad otrzymamy;
z=4,2y—-4=2,2y=6,y=3,2x-12+36 =28, 2x =4, x=2.
Zatem, rozwigzaniem ukfadu jest wektor (2,3,4).
Przyktad 2 . Rozwigzaé uktad rownan liniowych:
3x— y+ 2z= 5
2x— y— z= 2
x+ y+ 10z= 6

Rozpatrujemy macierz rozszerzong ukfadu i przeksztatcamy ja.

3 -1 2 5)(1 1 10 6 1 1 10 6 1110 6
2 -1 -1 2|~|3 -1 2 5 ~|0 -4 -28 -13 ~0 1 7 13/4
1 1 10 6) (2 -1 -1 2 0 -3 -21 -10 0 1 7 10/3
1 110 6

~0 1 7 13/4
0 0 0 1/212

Otrzymujemy uktad, w ktérym ostatnie réwnanie ma posta¢ 0=1/12. A wiec dany uktad réwnan
liniowych nie jest rozwigzywalny.
Przyktad 3. Rozwigzaé uktad rownan liniowych:

x+ 2y+ z+ 2t= 0
2x— y+ 3z— 2t= 0
Ix— y+ 10z—- 4= 0
3x+ y+ 4z= 0
Dany uktad jest jednorodny. Zapisujemy jej macierz podstawowa;
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1 2 1 2Y(1 2 1 2YY (1 2 1 2
2 -1 3 -2|]0 -5 1 6| |0 -5 1 -6
7 -1 10 —-4| |0 -15 3 -18/ |0 0 0 O
31 4 0)l0 -5 1 -6) 10 0 0 0

Otrzymalismy uktad:
x+ 2y+ z+ 2t= 0
-5y+ z— 6t= 0
OtrzymaliSmy uktad z czterema zmiennymi i dwoma rOwnaniami. A jego rzad wynosi 2,

poniewaz dwie zmienne sg niezalezne. Niech to bedg zmienne y i t. Przenosimy zmienne zalezne do
lewych czeéci rownan;

X+ z= -2y -2t
z= 5y+ 6t

Znajdujemy ogdlne rozwigzanie uktadu:
(-7y-8t, y, +5y+6t, t).

Znajdujemy fundamentalny uktad rozwigzan; nadajemy zmiennym y i t odpowiednio wartosci
(1,0), a potem (0,1). Otrzymamy wtedy dwa wektory: (-7, 1, 5, 0) i (-8, 0, 6, 1). Te dwa wektory tworzg
fundamentalny uktad rozwigzan.

Przyktad 4. Rozwigzaé ukfad réwnan liniowych:

x+ 2y- 4z= 1
2x+ y— 5z= -1
X— y—- z= =2
Rozpatrzymy macierz rozszerzong ukfadu:
1 2 -4 1 1 2 -4 1 1 2 -4 1
21 -5 -1|~10 -3 3 -3|~/0 -1 1 -1
1 -1 -1 -2){0 -3 3 -3 0O 0 0 O
Zatem, dany ukfad jest uktadem réwnowaznym do uktadu:
x+ 2y— 4z= 1
-y+ z= -1
Ten ukfad 3-x zmiennych posiada rzad 2, dlatego jedna ze zmiennych jest wolna. Bedziemy
uwazac za wolng zmienng z, witedy y=z+1, x+2y-4z=1, x+2z+2-4z=1, x=2z-1. Ogélnym rozwigzaniem
danego uktadu jest wiec wektor (2z-1, z+1, z). Jesli nada sie z wartos¢, na przyktad 0, to otrzymamy
rozwigzanie szczegolne (-1,1,0).
Rozwigzaniem ogdlnym odpowiedniego jednorodnego uktadu réwnan liniowych jest wektor
(2z, z, z).

Jesli nada sie z wartos¢ 1, to otrzymamy fundamentalny uktad rozwigzan odpowiedniego
uktadu jednorodnego, ktéry w danym przypadku sktada sie z jednego wektora (2, 1, 1).

Rozwigzywanie uktadu réwnan liniowych na podstawie wzoréw Cramera

Niech dany jest kwadratowy uktad réwnan liniowych, to znaczy uktad, w ktérym liczba rownan
jest réwna liczbie zmiennych.
Przyktad. Znajdz rozwigzanie uktadu réwnan liniowych.

2x,+ 2x,+ xz;= 2
X, + x3= 2

3x;+ 2x,+ x3;= 0

83



Rozwiazanie.

W celu rozwigzania nalezy okresli¢, czy podstawowa macierz A uktadu jest nieosobliwa. Jesli
tak, to znajdujemy wspdlne rozwigzanie wedtug wzoréow Cramera: x;=|Bi|/|A|, gdzie B;- macierz,
otrzymana z A poprzez zamiane kolumny wspoétczynnikdw przy zmiennej x; na kolumne wyrazow
wolnych.

Zestawimy macierz ze wspétczynnikdw danego uktadu oraz znajdujemy jej rzad przy pomocy
przeksztatcen elementarnych.

2 21
011
3 21

Macierz A jest rbwnowazna macierzy
2 2 1
01 1
0 0 1/2

Macierz A jest nieosobliwa; jej rzad rowna sie 3.

Uktad réwnan liniowych posiada jedno rozwigzanie. Do zastosowania wzoréw Cramera
obliczymy wyznacznik macierzy A, ktory jest rowny jednosci (2*1*1/2=1).

Znajdujemy x;. W tym celu utworzymy B; poprzez zamiane pierwszej kolumny na kolumne
wyrazéw wolnych i obliczymy wyznacznik.

2 21
Bi= [Bil=-2, x=BilllAl, x=- |2 1 1| 2M1=-2.
021
Analogicznie znajdziemy x, i (2 2 1) Xs.
B [Bi=4,  x=BalAlL |0 2 Y xman=a.
301
Bi=  [Bd=2  xo=BalAlL [2 2 2] x=211=2.
1 2
0

Tak wiec rozwigzaniem ukfadu jest x1=-2, x,=4, x3 =-2.

Temat ,Uktady réwnan liniowych”
Zadanie: Rozwigza¢ uklad réwnan liniowych.

Cwiczenie Ne1

2X -y 4 -t -u =
3x -6y +4z -3t =14
2X -2y +3z +u =

X -y +z +t +U =

X +y +2t +u =

Cwiczenie Ne2

3x +z -2t 2u =11
X +y +z -t +u =
2y +z +t +u =
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4x
3x

Cwiczenie Ne3

X
X
2x
X
X
2x

Cwiczenie Ne4

X
2X

2X
X

Cwiczenie Ne5

2x
2x
X
X

Cwiczenie Ne6

Cwiczenie Ne7

X
-X

2x
2x
3x

Cwiczenie Ne8
(X
2x
{ x
2X

L X

Cwiczenie Ne9

[ 2x
2x

10X
X

L 3x

Cwiczenie Ne10

_3y
ty

_4y
+3y
+3y
+6y

ty

_3y
_4y

_3y
_2y

+3y
+2y
+2y
ty

+2y
ty

+2y
+2y
ty

ty
ty
ty
ty
+2y

+2y
+5y
+3y
+3y
+2y

ty
+2y
+2y
ty
+2y

+z

+3z

-2z
-2z
+z

+3z

+3z
+4z
-3z
+2z
+z

+z
+2z
+2z
+z

+2z
+2z
+z
+z
+2z
+3z

+27

+27
+4z
+6z

+2z
+3z
+2z
+5z
+z

+3z
+5z
+3z
+z

+4z

-6t

+t

-t
+t
+t
-t
-2t

+t
+t
+2t
+2t
+t

+t
+2t
+t
+t
+t
+3t

+t
+5t
+2t

+t

+3t
+6t
+5t
+3t
+t

+2t
+4t
+41
+2t
+41

+5u
-2u

+2u

+u
+u
+2u

-4u
-5u
+4u
-4u
-2u

+u
+u
+u

+u
+u

+u
+2u

-u
+5u

-4u
-5u

-u
+3u
-4u
-4u

-u
-2u
-2u
-3u
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X
2x
2x
X
X

Cwiczenie Ne11

2x
X
2x
X
X

+3y
+4y
+10y
-y

ty

+3y
+3y

+2y
+2y

-2z
-5z
-3z
-3z
-3z

+27

+z

+3z
+4z

+t
+5t
-5t
+8t
+6t

-2t

-2t
-2t

+u

-3u
+3u
+3u
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Cwiczenie Ne12

X +3y +3z -4t +2u =
X +y +2z -3t +u =
3x +y +6z -Ot +3u =
X -3y +z -2t =

2X -2y  +3z -4t +3u =

11.3.2 Obliczanie wyznacznika macierzy

Algorytm obliczenia wyznacznika: przeksztatceniami elementarnymi sprowadzamy macierz do
postaci diagonalnej (lub trojkatnej). Pamietajmy, ze przestawienie wierszy lub kolumn zmienia znak
wyznacznika. Wyznacznik obliczamy jako iloczyn elementéw przekatnej gtdbwnej macierzy.

Przyktad. Znalez¢ wyznacznik macierzy:

3 30 2

1 0 3 2

3 21 2

2 3 21
Rozwiazanie.

Podczas rozwigzywania zadania dziatania sg takie same, jak przy obliczaniu rzedu macierzy.
Zademonstrujemy algorytm na podstawie tabeli.

Krok Dziatanie Rezultat
Wiersz 2=wiersz 1 *1/3+wiersz 2 3 3 0 2
0 -1 3 4/3
3 1 2
2 2 1
Wiersz 3=wiersz 1 *-1+wiersz 3 3 3 0 2
0 -1 3 4/3
0 -1 1 0
2 3 2 1
3 3 0 2
Wiersz 4=wiersz 1 *-2/3+wiersz 4 0 -1 3 4/3
0 -1 1 o0
0 1 2 -1/3
3 3 0 2
Wiersz 3=wiersz 2 *-1+wiersz 3 0 -1 3 4/3
0 -2 -4/3
2 -1/3
Wiersz 4=wiersz 2 *1+wiersz 4 3 3 0 2
0 -1 3 4/3
0 -2 -4/3
0 0 5 1
Wiersz 4=wiersz 3 *5/2+wiersz 4 3 0 2
0 -1 3 4/3
0 -2 -4/3
0 0 0 -7/3

Otrzymana macierz posiada postac tréjkatna. Pomnozymy elementy przekatnej gtéwnej: 3*-
1*-2*-7/3=-14. Wyznacznik macierzy wynikowej réwna sie -14.
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Temat ,Wyznaczniki”
Zadanie: Znalez¢ wyznacznik macierzy

Cwiczenie Ne1

(1 0 1 2
2 3 1 2
0 0 2 2
Q 3 2 3 )
Cwiczenie Ne2
€ 0 3 3)
1 2 0 0
1 3 3 3
B3 3 2 0
Cwiczenie Ne3
3 0 1 2)
2 2 0 1
3 1 1 3
o o o 2
Cwiczenie Ne4
1 0 2 0 )
3 2 0 3
1 1 0 3
0 1 1 3 p,
Cwiczenie Ne5
3 3 1 0
0 1 3 3
2 3 2 1
1 2 0 1
Cwiczenie Ne6
2 2 0 0)
3 3 3 0
0 0 2 0
1 3 1 3)
Cwiczenie Ne7
2 1 3 1)
0 2 1 2
3 3 3 1
1 1 3 1)
Cwiczenie Ne8
3 3 3 2
0 3 1 2
2 0 0 2
2 1 3 3

Cwiczenie Ne9

2 1 2
0 3 1 2



3 3 0
1 2 2

[N ]

Cwiczenie Ne10

1 2
1 1
0 3
2 2

Cwiczenie Ne11

1 1
3 3
3 2
2 1

Cwiczenie Ne12

3 2
2 2
3 1
1 1

Cwiczenie Ne13

0 2
1 0
1 2
1 2

Cwiczenie Ne14
1 3
2 2
2 0
0 1

Cwiczenie Ne15

WO wWww ON-=-DN W=_2W = O -=_DNW

NW-Ww
= W W

2 2 0 3
3 3 0 0
2 2 2 1
1 2 2 1

11.3.3 Macierz odwrotna

W celu znalezienia macierzy odwrotnej mozna skorzysta¢ tg wiasnoscia, ze przeksztatcenia
elementarne, ktére sprowadzajg macierz nieosobliwg do postaci jednostkowej, sprowadzajg takze
macierz jednostkowg do macierzy, ktéra jest odwrotna do danej. Pracujgc w trybie pracy rownolegtej,
dokonujac jednoczesnie przeksztatcen elementarnych na dwoch macierzach, pierwotnej i
jednostkowej, otrzymamy z jednostkowej macierz odwrotna.

Przyktad. Utworzy¢ macierz odwrotng do macierzy

1 1

-1 1
2 2
Rozwigzanie.
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Przy pomocy przeksztatcen elementarnych, (patrz: Obliczanie rzedu macierzy, Obliczanie
wyznacznika macierzy), sprowadzimy macierz wejsciowg do postaci jednostkowej, a jednostkowa

stanie sie jednoczesnie odwrotna.
Zademonstrujemy proces przeksztatcen na przyktadzie
1 1 241 0 O
3 -1 1]0 1 O
2 2 1001

Wiersz 2=wiersz 1*-3+wiersz 2;
Wiersz 3=wiersz 1*-2+wiersz 3;
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11 2 | 1 00
0 -4 -5 | -3 10
00 3] 201

Wiersz 2=wiersz 2*-1/4;
Wiersz 3=wiersz 3*-1/3

11 2 1 0 0
0 1 5/4 (3/4 -1/4 O
00 1 2/3 0 -1/3

Wiersz 1=wiersz 3*-2+wiersz 1;
Wiersz 2=wiersz 3*-5/4+wiersz 2

110 -1/3 0 2/3
010 -1/12 -1/4 5/12
0 01 2/3 0 -1/3

Wiersz 1=wiersz 2*-1+wiersz 1
1 00 -1/4 1/4 1/4

010 -1/12 -1/4 5/12
0 01 2/3 0 -1/3

Macierz, ktérg otrzymamy z macierzy jednostkowej jest odwrotna

1 1 2 -1/4 1/4 1/4
3 -11 ~1/12 -1/4 5/12 A= A'=E
2 2 1 213 0 -1/3 W celu sprawdzenia nalezy pomnozy¢
macierz pierwotng przez odwrotng i otrzymac
jednostkowa.

Temat ,Macierze odwrotne”
Zadanie: Znalez¢ macierz odwrotng

Cwiczenie Ne1

5 -2 0 -1
-2 1 1 1

4 -3 5 2
1 -1 2 1

Cwiczenie Ne2

1 -1 2 -1
-1 2 -3 2

2 -3 6 -1
1 -2 5 3
Cwiczenie Ne3

2 1 0 -1
0 -1 1 1
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1 0 -1

1 -1 2
Cwiczenie Ne4

1 2 2
-1 -3 -3
2 5 6
1 3 5
Cwiczenie Ne5

1 2 1
1 1

=N oy
NON R

-1

Cwiczenie Ne7

1 1 -1
-2 -1 2
1 0 0
1 0 1
Cwiczenie Ne8

-1 -2 1
0 -1 0
1 3 0
1 3 1

Cwiczenie Ne9

-1 0 -1
-1 -1 1
1 -1 4
1 2 4

Cwiczenie Ne10

4 -2 0
-1 1 1
8 -3 5
3 -1 2

Cwiczenie Ne11

1 2 -3
0 -1 2
-1 -4 8
2 5 -9

Cwiczenie Ne12

[4 1 2



N w A
w A
w

N

11.3.4 Wielomian charakterystyczny operatora liniowego

Wielomian f(x) = |[XE-A| nazywa sie wielomianem charakterystycznym operatora liniowego o, a
réwnanie f(x)=0 nazywa sie réwnaniem charakterystycznym operatora liniowego (rozdziat 8).

Do znajdywania wspétczynnikdéw wielomianu charakterystycznego macierzy wejsciowej uzywa
sie metody interpolacji. Jest ona nastepujgca: na podstawie znanych wartosci wielomianu w
wybranych punktach okresla sie wspdtczynniki tego wielomianu. Wielomian charakterystyczny
macierzy A ma postac:

f(x)=(-x)"+cX" " +...+Cp1X+C,, gdzie n — rzad wyznacznika.

Rozpatrzymy tworzenie wielomianu charakterystycznego dla macierzy stopnia 6x6.
Wezmiemy punkty 2, 1, 1/2, -1/2, -1, -2, w ktérych obliczymy warto$¢ wyznacznika |xoE-A|.
Podstawimy zamiast xo wybrane wartosci do réwnania:

6 5 4 3 2
(-X0)” + C1Xg + CoXp + C3Xg~ + CaXg” + CsXo+ Cg = 0.

Otrzymamy uktad réwnan liniowych, ktéry w postaci macierzowej mozna zapisa¢ nastepujgco:

1 2 4 8 16 ) (c det(2) — 64
11 1 1 1 1 ||e det(1) —1

1 12 14 U8 1/16 1R | |c, | | det(l/2)-1/64
1 -1/2 1/4 -1/8 1/16 13| |c,| |det(-1/2)-1/64
1 -1 1 -1 1 -1]]le det(~1) —1
1 -2 4 -8 18 -3)\¢ det(~2) — 64
lub B*X=C.

Wyznacznik tego uktadu nie jest rowny zero, otrzymany ukfad ma rozwigzanie. Obliczajac
macierz B oraz wykonujgac mnozenie B'*C, otrzymamy wektor-kolumne, ktérego elementami sg
wymagane wspotczynniki wielomianu charakterystycznego.

Mozemy wybra¢ ,zgodnie z zyczeniem, swoje punkty. W ogdéinym przypadku ukfad réwnan
liniowych wyglada nastepujaco:

()° () () . )") (6 (det(x;) —(-x,)"
(%) (n)" ()" o ()| | Gal|_| det(x,) = (=x,)"

()" ()" () o ()" \q/ \det(x,) - (-x,)"

gdzie n — rzad wyznacznika, a det(x;) = xE-A|, i=1,n
Do znajdywania pierwiastkdw rzeczywistych wielomianu ma zastosowanie nastepujgce
twierdzenie:

Jezeli liczba rzeczywista jest pierwiastkiem wielomianu ze wspétczynnikami catkowitymi, to jej
licznik jest dzielnikiem wyrazu wolnego, a mianownik — dzielnikiem wspotczynnika przy najwiekszej
potedze.

Jesli wielomian posiada rzeczywiste wspotczynniki, to zanim zastosuje sie to, nalezy
pomnozy¢ wielomian przez najmniejszy wspdlny podzielnik.

Przykfad. Utworzy¢ Wielomian charakterystyczny i znalez¢ jego pierwiastki dla macierzy
operatora liniowego
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1 0 1 -2
0 -1 4 -4
0 -2 5 -5
0 -1 2 -2

Rozwiazanie.

W celu okreslenia wspétczynnikédw wielomianu charakterystycznego, rozwigzemy uktad
réwnan liniowych. Macierz pierwotna ma wymiar 4x4, dlatego wezmiemy punkty 2, 1, 1/2, -1/2. Dla
kazdej wartosci obliczymy (-Xo)*+CiXo +CoXo>+CaXo+Cs=0. W postaci macierzowej uktad réwnan
liniowych mozna zapisac tak:

B*X=C (*)
1 2 4 8 C, det(2) - 16
1 1 1 1 Cy det(1) -1

* -_—

1 1/2 1/4 1/8| |c,| | det(1/2)-1/16

1 -1/2 1/4 -1/8) \¢) \det(-1/2)-1/16
gdzie det(2) = |2*E-A|, det(1) = |[1*E-A|, det(1/2) = |1/2*E-A|, det(—=1/2) = |-1/2*E-A|.

W ten sposéb, algorytm tworzenia wielomianu charakterystycznego jest nastepujacy:

= znalez¢ macierz odwrotng B'1;
= obliczy¢ wyznaczniki |2*E-A|, |1*E-A|, |1/2*E-A|, [-1/2*E-A|;
= obliczy¢ kolumne C;
= pomnozy¢ B przez C — bedzie to kolumna wymaganych wspdtczynnikéw.

Znajdziemy macierz B (patrz: Znajdywanie macierzy odwrotnej).

1 2 4 8 115 —2/3 413 4/15
B=j1 1 1 1 |B's|_1115 w3 2/3 -14/15.
1 1/2 1/4 1/8 —4/15 8/3 -10/3 14/15

1 -1/2 1/4 -1/8 4115 —4/3 413  —4/15

W celu obliczenia wyznacznika |2*E-A|, nalezy utworzy¢ macierz (2*E-A). Otrzymang macierz
sprowadzimy do postaci diagonalnej lub trojkatnej i pomnozymy elementy diagonali (przekatnej) — to
bedzie wyznacznik (patrz: 10.3.3.)

10 -1 2
(2BE-A)=]0 3 -4 4
02 -35
01 -2 4
10 O 0
Macierz ta jest rbwnowazna macierzy (o 3 0 0 |, dlatego wyznacznik | 2*E-A |=2. Ale
0 0 -1/73 0
00 0 -2

od niego trzeba jeszcze odjaé liczbe 16 (2%). Otrzymany wynik bedzie pierwszym z wyliczonych w
wektorze-kolumnie wyrazéw wolnych uktadu réwnan liniowych (*). W naszym przyktadzie otrzymano
2-16 = -14.
W taki sam sposéb obliczymy |1*E-A|- 1, [1/2*E-A|-1/16, |-1/2*E-A|-1/16.
[1*E-Al- 1=0-1=-1, |1/2*E-A|-1/16=-1/16-1/16=-1/8,
[-1/2*E-A|-1/16=27/16-1/16=13/8.
Otrzymalismy kolumne wyrazéw wolnych C= (-14, -1, -1.8, 13.8)T uktad rownan liniowych (*).
Pomnozymy B przez otrzymang kolumne C.
-14
-1
-1/8
13/8
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115 -2/3 413 4/15 0
'1* — k — —
B™C=|_1/15 13 2/3 -14/15|*=| "1

-4/15 8/3 -10/3 14/15 3

4/15 -4/3 4/3 -4/15 -3

Otrzymalismy kolumne wspotczynnikéw wielomianu charakterystycznego.
C, 0

X=| % |=| =1| ¢,=0, cs=-1, c,=3, c;=-3.
c, 3
e -3

Tym samym wielomian charakterystyczny ma postac F(x)=x4-3x3+3x2-x.

Znajdywanie wartosci wiasnych operatora liniowego.

Warto$ci wilasne operatora liniowego sg pierwiastkami wielomianu charakterystycznego.
Znajdywanie pierwiastkéw rzeczywistych odbywa sie metodg dzielenia danego wielomianu przez
wielomian pierwszej potegi (x-a), gdzie a - dzielnik wyrazu wolnego.

Podczas dzielenia wielomianu przez wielomian korzystamy ze schematu Gornera NopHepa.

Pierwiastkéw  wielomianu  F(x)=x*-3x’+3x’x  bedziemy szuka¢ posréd dzielnikow
wspotczynnika przy zmiennej x. Dzielniki {1,-1}.

Dla a1=1 otrzymamy schemat Gornera:

3 1
2
1
o =1 pierwiastek krotnosci 3.

WezZmiemy nastepny dzielnik—1. Dla  a,=—1 otrzymamy schemat Gornera:

3 1

1 4 8

oy nie jest pierwiastkiem wielomianu.

Tak wiec, pierwiastkami rzeczywistymi bedg — {0, 1 krotnosci 3}.

Przyktady macierzy, ktére mozna zastosowac podczas rozwigzywania tego zadania wedtug
podanych algorytmow.

B B
1 2 [—1 2)

(1 1] 1 -1

1 11 1 13 -1/3

1 -1 1 1/2 -1/2 0

1 2 4 ~1/2 1/6 1/3
11 1 1 2/3 2/3 -1/6 -1/6
1 -11 -1 2/3 -2/3 -1/2 1/2
12 48 ~1/6 -1/6 1/6 1/6
1 -2 4 -8

-1/6 1/6 1/12 -1/12

Temat "Wielomian charakterystyczny”
Zadanie: Znalez¢ wielomian charakterystyczny dla macierzy operatora liniowego.

95



Cwiczenie Ne1

5
1 5
1 3
2 6
Cwiczenie Ne2
2 -1
1 -3
3 0
-2 -2

Cwiczenie Ne3

0 2
2 1
1 -2
1 0

Cwiczenie Ne4

0,5 5

-2 1,5

0 1

2 2
Cwiczenie Ne5
2 3

-1,5 -4

3,5 8

3,5 5

Cwiczenie Ne6

-5 4
9 7
18 -10
15 -6

Cwiczenie Ne7

1 -6
0 9
1 14
2 8

Cwiczenie Ne8

3 3
-2 4
4 -6
2 -3

Cwiczenie Ne9

1 2
2 4
4 8
-4 6

Cwiczenie Ne10

[3 6 2 0

NN W= = N-=-N

OO_‘II\)

0,5
-1
1,5

-6
14
12

I\)O‘I-hc'»

6

1 )
-1,5
3,5
4.5)

NN Y=
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-6 -7 0 -2
12 12 -1 4
5

10 6 -4
Cwiczenie Ne11

1 1 2 3
o 4 o0 -3
2 7 1 5
-4 7 4 2
Cwiczenie Ne12

-2 1 6 -7
3 2 -6 9
-6 -2 13 -18
-7 -3 10 -14
Cwiczenie Ne13

4 2 1 -1
2,5 1 2,5 0,5
-2,5 -1 1,5 1,5
9,5 3 6,5 0,5

11.3.5 Wektory wiasne operatora liniowego

W celu znalezienia warto$ci wtasnej operatora liniowego nalezy rozwigza¢ roéwnanie
charakterystyczne |XE-A|=0, gdzie E- macierz jednostkowa, A- macierz danego operatora.

Aby obliczy¢ wektor wiasny operatora liniowego, odpowiadajacy znalezionej wartosci wtasnej,
nalezy rozwigza¢ réwnanie Ax=sx, ktére mozna zapisa¢ nastepujgco: (A-s)x=0, gdzie A- macierz
operatora liniowego, s- warto$¢ wiasna. Rownanie to jest rownosilne z uktadem réwnan liniowych:

(ay, —8)x, + a,Xx, + .+ a,,x, =0
Ay X, + (ay,-s)x, + .. + a,,x, =0
a, x, + a,,x, + .. + (a,-s5)x, =0

Poniewaz rzad macierzy A-s jest mniejszy od n, to uktad posiada niezerowe rozwigzanie. W
rzeczywistosci, wystarczy znalez¢ fundamentalny uklad rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan
liniowych.

Przyktad. Znalez¢ wartosci wiasne i wektory wtasne operatora liniowego, danego poprzez
macierz.

1 0 1 -2

0 -1 4 -4

0 -2 5 -5

0 -1 2 -2
Rozwiazanie.

Algorytmu rozwigzania:

= zestawi¢ réwnanie charakterystyczne operatora liniowego;

= znalez¢ pierwiastki réwnania charakterystycznego — to bedg wartosci wtasne operatora liniowego
(patrz temat: Wielomian charakterystyczny operatora liniowego);

= dla kazdej wartosci wtasnej znalez¢ wspotrzedne wektorow wiasnych tego operatora, ktére nalezg
do wartosci wiasnej;

» rozwigza¢ uktad jednorodnych réwnan liniowych (patrzz Rozwigzywanie ukfadéw réwnan
liniowych).
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W przykladzie rozpatrzono macierz, dla ktérej zostat juz utworzony wielomian
charakterystyczny oraz juz znaleziono wartosci wtasne (patrz rozdziat: ,Wielomian charakterystyczny
operatora liniowego”).

F(x)=x"-3x>+3x?-x. Pierwiastki rzeczywiste — {0, 1 krotnosci 3}.

Dla warto$ci wtasnej 0 zestawimy uktad jednorodnych réwnan liniowych. (A-0*E)=0.

Iy, + Ox, +1x, - 2x, =0
Ox, — Ix, +4x, - 4x, =0
Ox, — 2x, +5x, - 5x, =0
Ox, - ILx, +2x, - 2x, =0

Znajdziemy fundamentalny uklad rozwigzan (patrz: Rozwigzanie uktadu réwnan liniowych).
Rozwigzanie szczegdlne — to wektor (0, 0, 0, 0), rozwigzanie ogdlne — (1, 0, 1, 1).

Analogicznie tworzymy ukfad dla wartosci wiasnej 1 oraz znajdujemy ogdélny uktad rozwigzan.
(A-1*E)=0

Ox, + Ox, +1x - 2x, =0
Ox, — 2x, +4x, - 4x, =0
Ox, — 2x, +4x, - 5, =0
Ox, - Lx, +2x - 3x, =0

Rozwigzanie szczegdlne — to wektor (0, 0, 0, 0), rozwigzanie ogdlne — (0, 0, 0, 1).
Wektory wiasne:
Dla wartosci wiasnej 0 - (1, 0, 1, 1),

dla wartosci wiasnej 1 - (0, 0, 0, 1).

Temat ,,Wektory wtasne operatora liniowego”
Zadanie: Znalez¢ wartosci wiasne oraz wektory wtasne dla macierzy operatora liniowego

Cwiczenie Ne1

2 2 -

0 4 -

0 2 -

Cwiczenie Ne2

2 0

2 1

1 0

Cwiczenie Ne3

2 -2

4 6

4 7
Cwiczenie Ne4

1 -2 2
-2 -1 4
-1 -2 4

Cwiczenie Ne5

1/2 1 -1/2
0 2 -1

1/2 1 -1/2
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Cwiczenie Ne6

1 1 1
-4 3 3
0 0 1
-,
Cwiczenie Ne7
(1 0 1)
0 1 -1
L0 1 1
Cwiczenie Ne8
0 1 2
-1 2 2
0 2
Cwiczenie Ne9
0 0 0
0 2 0
-1 0 1

Cwiczenie Ne10

0 2 2 )
0 0 0
0 2 2 )

Cwiczenie Ne11

1 0 0 )
-4 2 4
3 2 4 )

Cwiczenie Ne12

(-1 0 1/2)
6 2 1
(-2 0 1)
Cwiczenie Ne13
(1 0 0 )
A2 A 2
L0 2 3 )

Cwiczenie Ne14

0 0 1
-1/2 1 1
-1 0 2

11.3.6 Obliczanie rzedu macierzy

Aby znalez¢ rzad macierzy, nalezy sprowadzi¢ jg do postaci stopniowej, positkujgc sie metodg
przeksztatcen elementarnych. Liczba niezerowych wierszy réwna sie rzedowi macierzy.

Przykfad. Znalez¢ rzad macierzy

1 2 20
0 3 3 3
2 1 3 3
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Rozwiazanie.
Pomnozymy pierwszy wiersz przez «-2» i dodamy do trzeciego wiersza, pomnozonego przez
«1». W wyniku otrzymamy macierz réwnowazng

*2 (1 2 20 1 2 20
l 0 3 3 3 0 3 3 3
21 3 3 0 -3 -1 3

Kontynuujac obliczymy nastepujgca macierz, w ktérej wiersz 3=wiersz 2 *1+ wiersz 3 *1.
Poniewaz maksymalna liczba niezerowych wierszy macierzy réwna sie 3, to rzad macierzy

12 20
0 3 3 3
0 0 26

takze réwna sie 3.
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Temat ,Rzad macierzy”

Zadanie: Znalez¢ rzad macierzy

Cwiczenie Ne1

—~ MO O ~—N

OANNO~«~™
—ANOMOANMO
M MOMNOO

MO ~— O MmN

AN~ O ANMO)

Cwiczenie Ne2

O+~~~ ANNN
O MMM —
OO NO~—M™M
~ M N~ OMN

T N O

\m M~ AN~ ™M)

Cwiczenie Ne3

Mo MmMmm

NNONON

T O MM

MO ONM

OANNMM™M

Cwiczenie Ne4

O~ MmN N

~ M oOooMm~—AN
O T~ T AN M
M~ AN~ M
MO v~ v M~

ANMUOANN

\v™ v~ AN v~ «— )
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Cwiczenie Ne5

MM ~—— OWN
MOWOoOMmmMO
OMNTOMONM
MOWOoOMmmMO

O v~ O NN

M~ MO ~— O

Cwiczenie Ne6

OANOMOANM™M

~ ANN—™

T ANANM~— ™M

Cwiczenie Ne7

[ N \

NO'T MmO

~ AN+~ OGN

OANANNO<
~—

N~ 1 MOMmO®

M MO ~—OWN

OMmmo N N

Cwiczenie Ne8

~-—oo0ooo
HMmO™m— N
~NT— O~
N K

~ AN+~~~ | (N

\m MO ANMO M
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11.3.7 Macierz Jordana

Aby utworzyé macierz Jordana nalezy:
= utworzy¢ wielomian charakterystyczny macierzy A;
= znalez¢ pierwiastki wielomianu charakterystycznego - wartosci wiasne macierzy A,;
= utworzy¢ klatki Jordana dla kazdej wartosci wtasnej wg nastepujacego algorytmu:
e zaznaczamy jakagkolwiek warto$¢ witasng q, nastepnie obliczamy rzedy nastepujacych
macierzy:

e rzad(A-q)=r4, rzad(A-q)2=r2,..., rzad(A-q)"'=r;, poki r=ri4.
e obliczamy warto$¢ m,: m=n-ry,..,m=n-r-(my+...+my4) dla k od 2 do i.

e Jesli wartosci mk zostaty znalezione, to m1 — liczba klatek Jordana, odpowiadajgcych
wartosci wiasnej q, m1-m2 — liczba klatek Jordana stopnia 1, m2-m3 — liczba klatek
Jordana stopnia 2, ..., mk-1-mk — liczba klatek Jordana stopnia k-1, gdzie k zmienia sie od
2doi.

Klatki Jordana tworzy sie wedtug schematu: (przyktad)

Klatka Klatka Klatka stopnia 3 Klatka stopnia 4
stopnia 1 stopnia 2

(9) (qu g 100 |2 100

0 g¢g 0 ¢g 1 0 g 10

0 0 ¢ 0 0 g 1

000 g

Nastepnie zaznacza sie nastepng warto$¢ wiasng i powtarza sie ten algorytm od poczatku;
Znalezione klatki Jordana znajdujg sie na przekatnej (diagonali), inne elementy macierzy sg
réwne zero.
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Przyktad. Utworzy¢ posta¢ Jordana macierzy operatora liniowego

W przyktadzie rozpatrywana jest macierz, dla ktérej zostat juz utworzony wielomian
charakterystyczny oraz zostaty znalezione wartosci wtasne.

Wielomian charakterystyczny - F(x)=x4—3x3+3x2—x. Wartosci wtasne — {0, 1}.

Zaczniemy tworzy¢ klatki Jordana.
Dla pierwszej wartosci wiasnej — 0 utworzymy macierz A-0*E oraz znajdziemy jej rzad (patrz:
Obliczanie rzedu macierzy). Rzad macierzy réwna sie 3. (ry=3).
Tworzymy macierz (A—O*E)2 oraz jej rzad. Wynik otrzymamy w postaci:

104 @)1 _» 10 2 -3
0 -1(4 -4|4 _4 0 -3 8 -8
0 -2|5 -5, & 0 -3 7 -7
0 -1(3 -2/, , 0 -1 2 -2

Rzad macierzy rowna sie 3. (r,=3).

Otrzymalismy, ze ry=r,=3. Obliczymy m=n-r;=4-3=1, my=n-r,-m;=4-3-1=0.

Liczba klatek Jordana, ktére odpowiadajg wartosci wtasnej 0, rowna sie m4=1, liczba klatek
Jordana stopnia 1 réwna sie m1- m2=1-0=1. Klatka ta ma postac (0).

Powtérzymy obliczenie dla warto$ci wiasnej - 1. Utworzymy macierz A-1*E, a takze (A-1*E)2
oraz znajdziemy ich rzedy.

Rzad macierzy (A-1*E) réwna sie 3. (r1=3).

0 0 1 -2
(A-TE)*(A-1"E)= |0 -2 4 -4
0 -2 4 -5
0 -1 2 -3

Rzad macierzy (A-1*E)2 jest réwny 3. (r;=2).

Poniewaz ry=r,, to dalej obliczamy macierz (A-1*E)3 oraz znajdziemy jej rzad.

0 -1 2 -3
00 0 0
(A-1*E)’=
0 -1 2 -3
0 -1 2 -3

Rzad macierzy jest rowny 3. (r;=1).
Otrzymalismy, ze r3=1 oraz r,=r;, a wiec nalezy znalez¢ (A-1*E)4 oraz rzad tej macierzy ry.

01 -2 3
(A-1*E)*=0 0 0 0
01 -2 3
01 -2 3

Rzad macierzy jest rowny 3. (rs=1).

Na koncu otrzymalismy, ze r;=11n r3=r,=1.

Mamy r=3, r,=2, r3=1, r,=1. Obliczymy:
my=n-r{=4-3=1,
my=n-r-mq=4-2-1=1,
M3=N-r3-mq-my=4-1-1-1=1,

° M4=N-r4;-M4-m, -ms =4-1-1-1-1=0.

Liczba klatek Jordana, ktére odpowiadajg wartosci wlasnej 1 wynosi m,=1, liczba klatek

Jordana stopnia 1 wynosi m4- my,=1-1=0, liczba klatek Jordana stopnia 2 réwna sie m,-m3=1-1=0,

110
liczba klatek Jordana stopnia 3 rowna sie ms-m,=1-0=1. Klatkatama posta¢: |0 1 1].
0 01

Klatka Jordana macierzy operatora liniowego ma postac:
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o O o
o - O

0 O

=)

0

0
0
1
1

Temat ,,Postacie Jordana”

Zadanie: Utworzy¢ posta¢ Jordana macierzy

Cwiczenie Ne1

1 0 1
0 1 0
-1 1/2 3

Cwiczenie Ne2

(1 1 2)
0 2 -2
L0 0 1

Cwiczenie Ne3
(1 -1 1)
2 0 2
L0 -1 2

Cwiczenie Ne4
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Cwiczenie Ne5

1 2
2 2
1 2

Cwiczenie Ne6

2 0

-1 0

-3/2 -4
Cwiczenie Ne7
1 -2
-1/2 1

-1/2 1

Cwiczenie Ne8

1 0
-2 1
-1 -1/2

Cwiczenie Ne9

2 1
0 3
0 2

Cwiczenie Ne10

(2 0
0 3
C
Cwiczenie Ne11
2 2
1/2 -1
1 4

-3/2
2
-1

1)
-2
-1
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11.3. 8 Ortogonalizacja uktadu wektorow.

Procesem ortogonalizacji nazywa sie przejscie z uktadu wektorow {51 , 52 ..... Zn } do uktadu

{El . Eg ,l_73 ..... 1_7,, }, ktory zostat utworzony w nastepujacy sposoéb:

Ek=5k - (01*51 +cz*52 +...+ck_1*5k,l ) dla k=1,2,...,n, gdzie
ci=(ay , bi)(b; ,b; ) dlai=1,2,...k-1, jesli b;#0 oraz c,— dowolna liczba, jesli b, =0.
Przyktad. Utworzy¢ baze ortogonalng, obejmujaca uktad wektorow — wiersz macierzy

1 21 2
2 3 0 2
2 11 3

Positkujac sie powyzszym schematem, mamy:

e a1={1,2,1,2}, b1={1,2,1,2};

e ()= {2,3,0,2}, bz =ds -C1*b1 ,c1=(a2 s bl )/( bl, bl)

o as={21,1,3}, bs=as-c* bi-cr*ba, ¢=(az, b1)l(b1, by), c=(as, b2 (b2, b2)

Aby dokonaé tych obliczen, nalezy zastosowac obliczenie iloczynu skalarnego wektorow, ich
dodawanie oraz odejmowanie.

Obliczymy wektor b, . Tworzymy macierz, w ktdrej pierwszy wiersz — to wektor 1_71 =51 , drugi
- 52, w trzecim zapiszemy iloczyn odpowiednich elementéw pierwszych dwoch wierszy. Dodamy

obliczone liczby — to bedzie (52 ,Z)l).
(az , b1 )=2+6+0+4=12.

1 21 2
2 3 0 2
2 6 0 4 I
Analogicznie obliczymy ( by , b1 ).

(b1 , by )=1+4+1+4=10, c,=12/10=6/5.

Zgodnie ze wzorem Ez =52 -c1*?71, znajdziemy ten wektor.

Pierwszy wiersz — to wektor 52, drugi - c1*51 , W trzecim zapiszemy réznice odpowiednich
elementéw pierwszych dwdch wierszy. To bedg wspotczynniki wektora Ez : Ez ={4/5, 3/5, -6/5, -
2/5}.

b, ={4/5, 3/5, -6/5, -2/5}.

2 3 0 2
6/5 12/5 6/5 12/5
4/5 3/5 -6/5 -2/5

Analogicznie oblicza sie wektor b 3.

ci=(@s b1 W(by b1 J=11110, c;=(as .bs W(bs .bs )= -113, bs=as - ci*b1 -c;*bs

={25/26,-15/13,-5/26,10/13}.
Otrzymany wynik mozna zapisa¢ w postaci:

1 2 1 2
4/5 3/5 -6/5 -2/5
25/26 -15/13 -5/26 10/13
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Gdzie pierwszy wiersz - 51, drugi -52 ,trzeci-b s .
Aby sprawdzi¢, czy ta baza jest ortogonalna, mozna parami pomnozy¢ wektory tej bazy.

Temat ,,Ortogonalizacja ukladu wektorow”
Zadanie: Utworzy¢ baze ortogonalng, obejmujaca uktad wektoréw.

Cwiczenie Ne1

2 -1 2 3
-6 5 -2 -5
-8 1 4 9
-3 -1 1 13

Cwiczenie Ne2

-2 3 2 1
6 -7 -2 1
4 5 0 11
-3 7 -1 13

Cwiczenie Ne3

1 -1 -1
1 -3 -1
-1 -1 -1
-1 1 -1

Cwiczenie Ne4

1 -1
3 -1
1 0
0 1

Cwiczenie Ne5

1 2 1

-1 3 -1
5 4 3
1 3 -3

Cwiczenie Ne6

1 2 1
1 3 1
5 5 3
7 4 -1

Cwiczenie Ne7

1 0
7 1
3 5
6 4

NN -O
WNWN ADNDN - AawWww-=-

N = WN

N 22N -
N 9= o
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Wstep

Rozdziat 1. Uktady réwnan liniowych.

Wiadomosci wstepne

1.1 Przeksztatcenia rownowazne uktadoéw réownan liniowych
1.2 Algorytm rugowania zmiennych

1.3 Macierz uktadu réwnan liniowych

1.4 Przeksztatcenia macierzy

1.5 Jednorodne ukfady réwnan liniowych

1.6 Ogolne rozwigzanie uktadu réwnan liniowych

Rozdziat 2. Przestrzenie wektorowe

2.1 Okreslenie przestrzeni wektorowe;j

2.2 Wihasnosci przestrzeni wektorowych

2.3 Przyktady przestrzeni wektorowych

2.4 Cwiczenia

2.5 Zalezno$&¢ liniowa wektorow

2.6 Wiasciwosci uktadéw wektoréw liniowo niezaleznych
2.7 Przykiady

2.8 Cwiczenia

2.9 Réwnowazne uktady wektorow

2.10 Przeksztatcenia elementarne uktadéw wektorow
Rozdziat 3. Baza i wymiar przestrzeni wektorowej
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